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A LA MÉMOIRE DE NOS MORTS. 


C’est avec la plus profonde douleur que nous communiquons 
à nos Lecteurs des graves et irréparables pertes, subies par la 
Société Polonaise de Mathématique durant les années de guerre. 

Selon les renseignements encore incomplets, 42 Membres de 
notre Société, qui en comptait 204, sont décédés. La mort de la 
plupart d'eux eut lieu dans des conditions presque incroyables. 
Martyrisés aux camps de concentrations ou assassinés d’une façon 
perverse et cruelle, ils furent victimes des agresseurs de notre 
Patrie. Ils ont dû souffrir ces cruautés bien qu’ils fussent hom- 
mes de Science qui ne travaillaient dans le domaine de Mathé- 
matique que pour le bien de leur Pays et de l'Humanité. Ces 
pertes sont d'autant plus douloureuses qu’à côté de nos Membres 
plus agés, bien mérites pour la Science, il y avait parmi les 
décédés des jeunes gens qui auraient ph continuer encore long- 
temps leur travail scientifique. 

Nous nous bornons, pour le moment, à publier une liste 
provisoire de nos Morts, suivie des brèves données sur leur décés 
et du portrait de M. Stanislas Zaremba, Rédacteur de ces Anna- 
les et Président de la Section de Cracovie de la Société Polonaise 
de Mathématique. 


La Rédaction 


Auerbach Herman, Chargé du cours à l’Université de Lwów, 
tué par la Gestapo à Lwów en été de 1943. 

Banach Stefan, Professeur à l’Université de Lwów, décédé 
à Lwów en septembre de 1945. 

Bartel Kazimierz, Professeur et ancien Recteur de l’Ecole 
Polytechnique de Lwów, fusillé par la Gestapo à Lwów en juillet 
de 1941 avec plus de 30 autres professeurs des Ecoles Supérieures 
de Lwow. ' 

Chwistek Leon, Professeur à l’Université de: Lwów, décédé 
à Moscou en août de 1944. 

Dickstein Samuel, Professeur et Docteur honoris causa de 
l’Université de Varsovie, doyen d’age des mathématiciens polonais, 
mort à Varsovie en septembre de 1939. 

Dniestrzański Roman, Professeur au Lycée à Chrzanów, 
péri en automne de 1939. 

Eidelheit Maks, Docteur de RASA eM: tué par la Ge- 

stapo en été de 1943, 
| Grabowski Lucjan, Professeur à l’Université de Lwów, 
décédé en 1941. 

Hoborski Antoni, Professeur et ancien Recteur de l’Aca- 
démie des Mines, Professeur à l’Université de Cracovie, mort en 
février de 1940 au camp de concentration de Sachsenhausen où il 
fut transporté en novembre de 1939 avec les autres professeurs des 
Ecoles Supérieures de Cracovie dont 19 sont également morts dans 
ce camp. 

Jacob Marian, Chargé du cours à l’Université de Lwow, 
péri entre les mains de la Gestapo à Varsovie en automne de 1944. 

Janik Wincenty, Professeur au Lycée à Cracovie, décédé 
en 1943. 

Jantzen Kazimierz, Professeur à l’Université de Wilno, 
décédé à Wilno. 

Kaczmarz Stefan, Chargé du cours à l’Université de Lwów, 
péri en automne de 1939. 

Kempisty Stefan, Professeur à l’Université de Wilno, mort 
en prison en août de 1940. 

Kerner Michał, Docteur de mathématique, tué dans les 
chambres à gaz de Treblinka en janvier de 1943. 

Koźniewski Andrzej, Docteur de mathématique, mort à 
Zbaraż en décembre de 1939. 


Kwietniewski Stefan, Chargé du cours à l’Université de 
Varsovie, mort en été 1941, 

Lebesgue Henri, Professeur du Collège de France à Paris, 
Docteur honoris causa de l’Université de Lwow. 

Leśniewski Stanislaw, Professeur à l’Université de Varsovie, 
décédé à Varsovie le 13 mai 1939. 

Levi-Civita Tullio, Professeur à l’Université de Rome. 

Lindenbaum Adolf, Chargé du cours à l’Université de Var- 
sovie, tué à Bialystok en été de 1941. 

Lindenbaum Janina, Docteur de mathématique, tuée à Bia- 
łystok en été de 1941. 

Lubelski Salomon, Docteur de mathématique, tué à Białystok 
en été de 1941. 

 Lomnicki Antoni, Professeur et Prorecteur de l’Ecole Poly- 

technique de Lwów, fusillé par la Gestapo à Lwów en juillet de 1941. 

Mathison Miron, Chargé du cours à l’Université de Varsovie 
décédé en Angleterre en 1940. 

Mazurkiewicz Stefan, Professeur et Prorecteur de l'Uni- 
versité de Varsovie, décédé en juin de 1945. 


Patkowski Józef, Professeur à l’Umivertité de Wilno, mort 
à Varsovie pendant une attaque aérienne en 1942. 


Pepis Jézof, Docteur de mathématique, tué par la Gestapo 
à Lwów en août de 1941. 


Przeborski Antoni, Professeur à l’Université de Varsovie, 
décédé à Varsovie en 1941. 

Rajchmann Aleksander, Professeur à l’Université libre de 
Varsovie, péri au camp de concentration de Dachau en 1940. 

Ruziewicz Stanislaw, Recteur de l’Académie de Commerce 
de Lwów, ancien professeur à l’Université de Lwów, fusillé par la 
Gestapo à Lwów en juillet de 1941. 

Saks Stanislaw, Chargé du cours à l’Université de Varsovie, 
tué par la Gestapo à Varsovie en novembre de 1948. 

Schauder Juliusz, Chargé du cours à l’Université de Lwów, 
péri entre les mains de la Gestapo à Lwów en septembre de 1943, 

Schreier Józef, Docteur de mathématique, tué par la Ge- 
stapo à Drohobycz en avril de 1943. 

Sternbach Ludwik, Docteur de mathématique, tué par la 
Gestapo à Lwów en été de 1943. 


IV 


Stoiek Wliodzimierz, Professeur et Doyen de l'Ecole Poly- 
technique de Lwów, fusillé par la Gestapo à Lwów en juillet de 1941. 

Vetulani Kazimierz, Professeur de l’Ecole Polytechnique de 
Lwów, fusillé par la Gestapo à Lwów en juillet de 1941. 

Weigel Kasper, Professeur de l’Ecole Polytechnique de Lwéw, 
fusillé par la Gestapo à Lwów en juillet de 1941. 

Wilk Antoni, Docteur en philosophie, mort le lendemain 
de son retour du camp de concentration de Sachsenhausen à Cracovie 
en février de 1940. 


Wilkosz Witold, Professeur à l’Université de Cracovie, mort 
à Cracovie en mars de 1941. 


Zalcwasser Zygmunt, Professeur à l’Université libre de Var- 
sovie, tué dans les chambres à gaz de Treblinka en janvier de 1943. 


Zaremba Stanislaw, Professeur d'honneur de l’Université de 
Cracovie, fondateur et Rédacteur des Annales de la Société Polonaise 
de Mathématique, Président de la Société durant des longues an- 
nées, décédé à Cracovie en novembre de 1942, 


SUR L’ÉQUIVALENCE DES POLYEDRES 


Note complémentaire par M. HENRI LEBESGUE, Paris 


Sous le même titre j’ai démontré, dans ces Annales, t. XVII, 
année 1938, p. 218, un théorème de M. DEHN. Je disais: 

„Nous sommes partis de deux polyèdres, ou systèmes de 
polyèdres, D et D’, divisés respectivement en polyèdres d; et d; 
congruents; nous avons considéré un segment 8n d’une arête 
de l’un des d, pris aussi grand que possible sans qu’il con- 
tienne un sommet des d, à son intérieur et, à ce segment de 
longueur con, nous avons attaché la somme Z, des diètres a, 
des d; qu’on rencontre en tournant autour de Sn. Or, on a: 


(1) Zn= Ar, 27, 7; 


suivant les cas“. Puis, considérant toutes les expressions (2) 
des longueurs la et L} des arêtes des d; et de D, exprimées 
comme sommes de on, j'imaginais qu’on les ait résolues par 
rapport aux on et obtenu ainsi des expressions (3) des on comme 
sommes algébriques des la et Lx. Mais, jai eu le tort de me 
borner à affirmer la possibilité de cette résolution sans en 
détailler la démonstration, simple mais minutieuse, et je 
n'ai pas aperçu qu’avec la définition donnée plus haut la 
résolution serait parfois impossible. Il faut modifier la défi- 
nition des 8, et des on en ajoutant: toutefois, si plusieurs segments 
donnent la même équation (1) c’est la réunion de ces segments 
qu'on appellera 8n et c’est la somme de leurs longueurs qu’on 
représentera par on. 

Pour montrer qu'après cette modification les relations (3) 
existent bien, précisons que, par une même équation, on entend 
celle formée avec les mêmes symboles a et À pris différents 
pour les divers dièdres, qu’ils soient inégaux ou égaux. Même, 
s’il arrivait que deux faces aient toutes deux les segments 
AB et CD de la ligne d’intersection de leurs plans pour cotés, 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVIII 1 
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AB et CD seraient considérés comme deux arétes différentes 
de deux diédres différents, méme si ceux-ci, limités par les 
mémes demi-plans, étaient géométriquement identiques. Alors, 
si deux segments donnent une même équation (1), soit Æ,, tous 
les a ou À contenus dans cette équation doivent aussi figurer 
dans les équations E, relatives aux segments intermédiaires, 
les seconds membres des Æ, doivent donc être plus grands 
que celui de E,; celui-ci ne doit donc pas être un À, car alors 
il ne pourrait varier, ni être 2x, car alors il ne pourrait pas 
croître. C’est donc pour les seuls seconds membres égaux à x 
que 8n peut comprendre plusieurs segments. 

Soit az un segment de droite, pris aussi grand que possible 
couvert par des arêtes des d; et soient a,b,...,Y,2 les points 
origines et extrémités de ces arêtes — ce ne sont donc pas 
tous les sommets des d; qui peuvent être sur az. Nous avons 
des équations E(ab),E(bc),...; deux équations consécutives 
sont certainement différentes car, en employant les signes 
contient D et contenu dans C et des notations telles que a(ab), 
dm(ab) pour désigner les a relatifs à ab et le deuxième membre 
de Æ(ab) on n’a, en. b par exemple, que les hypothèses 
suivantes: > 

1° a(ab)Da(bc) dm(ab)>dm(be); b est extrémité d’un la; 

29 a(ab)Ca(bc) dm(ab)<dm(bc); b est origine d’un la; 

3° aucune des deux précédentes hypothèses n’est remplie; 
b est à la fois origine et extrémité d’un la. Dans le cas 1°, ou 
a) dm(bc) est un À, ou b)dm(ab)=x; dans le premier de ces sous- 
cas, 19a), b est origine d’un Z4. De même dans 2°, ou a) dm(ab) 
est un À, ou b) dm(ab)=n, et, dans 2° a), b est extrémité d’un Lz. 
Donc, si, par exemple, fg est le premier segment pour lequel 
dm=m, les segments précédents sont chacun un Sn et les dis- 
tances ab, ac, ad, ae, af sont des sommes de l et L puisque 
b, c, d, e, f sont à la fois origines et extrémités d’arétes des d; 
ou de D. Il en résulte que les on- égaux à ab, bc, cd, de, ef sont 
des sommes algébriques de 7 et L affectés des coefficients +1 
ou —1. L’équation E(fg) peut aussi être attachée à d’autres 
segments que fg; supposons la aussi attachée à Im, et à pq et 
seulement à ces trois segments qui formeront donc un 8n, s0i6 8. 

Les a(fg)=a(lm)=a(pq) sont donc contenus dans tous les a 
des segments intermédiaires et peut-étre dans d’autres, soit 
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jusqu’à a(rs). s sera donc l’extrémité d’un 7 dont l’origine 
sera le point f ou antérieur au point f. Donc as est une somme 
de l et L. Pour chacun des segments gh, hi, ij, jk, kl; mn, no, op; 
gr, 78, le dm surpasse x, donc chacun de ces segments est un sn- 
Pour comparer les a(hi) et a(?j), par exemple, il n’y a pas 
lieu de s’occuper des a(fg) qui sont communs aux deux familles 
de dièdres et par suite on est ramené au cas précédent, c’est 
à dire que h, i, j, k,l sont extrémités d’arétes des d; ou de D dont 
les origines ne sont pas en deça de g et que g,h,i,j,k sont 
origines d’arêtes des d; ou de D dont les extrémités ne sont pas 
au delà de k. A l’aide des l; et L: correspondant à ces arêtes 
on a les longueurs o de gh, hi, ij, jk, kl. De même se calculent 
les longueurs o de mn, no, op et celles de gr et rs. 

o, seul n’a pas été calculé; mais la somme de tous les o 
jusqu'ici considérés est la quantité connue as, d’où o». Si, de 
plus, on remarque que c’est seulement dans le caloul de rs 
qu’interviennent des l et L qui se trouvent dans l'expression 
de as on en conclut encore que, dans les expressions (3) ob- 
tenues, les coefficients des 7 et L sont +1 et —1, ou naturel- 
lement zéro; remarque d’ailleurs accessoire. 

Le raisonnement se poursuit de la même façon; la lacune 
que comportait mon exposé, et dont je suis seul responsable, 
est ainsi comblée. . 


SUR LES SUITES DE POLYNOMES ET LA FONCTION 
DE GREEN GENERALISEE I 


Par F. LEJA, Krakow 


1. Soit E un ensemble fermé et borné des points du plan, 
D(E) le domaine connexe complementaire à Æ contenant le 
point à linfini et F la frontière de D(E). Il est clair que F est 
contenu dans E et que D(F)=D(E). 

Étant donné un système de n-+1 points différents quel- 
conques Co0150n de E, que nous désignerons aussi par une 
seule lettre £—{£0,£1;...,ên), POSONS 


Vlores = Î lt, AWC) = Hl Gt, 
EAEn E) 


et soit Van=Vn(E) la valeur maxima du produit V(£,,...,ên) 
lorsque les points ¢,,...,Cn varient arbitrairement dans E et 


(1) N= {No Ny es Nn? 

un système des points de Æ pour lesquels 

(2) LACET M) =V,=V, (E) 

et 

(3) An (n)| SIAP (mn pour j=0,1,...,n 


Nous dirons que les points (1) forment un système harmo- 
nique du degré n de l’ensemble EF si la condition (2) est remplie. 
Un tel système est toujours situé dans la partie F de F, ce 
qui résulte du principe de maximum. 

Formons les polynômes 


LW (2,t)= j Ta jos 


FONCTION DE GREEN NE 


et désignons par L,(2, E) la fonction de z définie dans le plan 
entier par la formule 


x (0) 
(4) L(2,E)=— pue inf dites |En (2,8). 


D'autre part, formons les polynômes 
(5) LP (2,9) DÈ (2,9); «> (2, 7) 
correspondants au système (1) et considérons la suite 1) 
ni AN, 


Th on i 
2 

On sait que la suite {V37 tend en décroissant vers une 
limite d (E) dite le diamètre transfini de l’ensemble E ?). Puisque 
VA(E)=V,(F), on a d(E)=d(F). 

Je dis qu’on a aussi 


(7) lim ¥|4%(n)j=d(P). 
1i-}00 


(6) LP (2, n)= 112. 


En effet, soit T,(2,Æ) le n-ième polynôme de Tchebycheff 
attaché à E et ra= max | Tala, B) On sait?) que lim r,=d(E) 
ze n->00 


donc, puisque 
CV (mor. NM) = L MDS 149 (n) H 
et que | 
MP (n)=max (e— n)... (2—1) >r, 


on à 
n 


2 
ra < VAP (ni < (VBP, 
d’où résulte (7). 
J’ai démontré ailleurs ®) que les suites (4) et (6) jouissent 
des propriétés suivantes: 


1) Il serait plus naturel de désigner les points (1) par 7 = t,t, : 100} 
car leur position dans F dépend de n. Je les ai désignés plus brièvement 
pour simplifier l'écriture. 

2) M. Fekete: Math. Zeit., t. 17 (1923), p. 228—249. 

3) Annales de la Soc. Polon. Math. t. 12 (1934), p. 57—71. Voir les 
théorèmes 1 et 2, pages 65 et 67. Le théorème II du présent travail résulte 
immédiatement du théorème 1 (p.65) et de l’inégalité (35), p. 68. — 
Observons que la fonction limite L(z, E) du présent travail a été désignée 
auparavant par (2). 


6 F. LEJA . 


7 n 
I. Si d(Æ)>0, la suite {ŸL,(2,E)} tend dans le plan entier 
vers une limite finie L(z,E) remplissant les conditions: 


>1 dans D(E), 


(8) lim LG, = L(e,B)| 7, sions. 


Si d(B)=0 on a 


AY co en dehors de F, 
te j={ 1 dans F. 


IL. Si d(B)>0 la suite VILO, n)l converge en dehors de F 
et on a 


(9) lim MZ0(z, n)| =L(,B), 
n-}00 


la convergence étant uniforme dans le voisinage de tout point 
extérieur à F$). 

La fonction L(z,E) définie par la formule (8) jouit de plu- 
sieurs propriétés remarquables. En particulier: 

Si F est une somme de continus, le logarithme 


logL (z, E) 


est continu dans le plan entier et se réduit à la fonction de Green 
du domaine D(F) avec le pôle à Vinfini. 

Dans le travail présent nous allons continuer l'étude de la 
fonction L(z,E) dans le cas le plus général, où F remplit la 
seule condition 

d(F)> 0. 


2. Observons d’abord que les fonctions L(z,E) et L(z2,F) 
sont toujours identiques 


-L(4,B) =L(2,F), 


4) On peut compléter ce théorème comme il suit: Si d (E)= 0 la limite (9) 
existe en dehors de F, mais elle est partout infinie. 
En effet, formons les fonctions Lh(2,F), n=1,2,... attachées à l'en- 


n 
semble F. D’après le théorème I on a en dehors de F lim /Ln(z,F)=co 
et d’après l'inégalité (35) du travail précité cette dernière limite est égale 
à la limite (9). 
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qui résulte de l’égalité (9) et du fait que les polynômes 
L? (z,n) ne dépendent que de la frontière F. Les théorèmes I 
et II peuvent facilement être complétés comme il suit: 

III. La fonction logL(z,F) est harmonique en dehors de F. 
On a dans le domaine D(F) L(2,F)>1 et 
lim L(2,F) . 1 


wo le  d(F) 


En effet, il résulte du théorème II que logL(z,F) est une 
fonction harmonique en dehors de F. D’autre part, on a d’après (6) 


(10) 


n 


oe WN PE 
FA & 


FR 


V4 (9) 


d’où l’on déduit (10) en vertu de (7). La fonction logZ(z,F) 
est donc positive pour des valeurs assez grandes de |z| et comme 
elle est harmonique et non-négative dans D(F) elle doit être 
positive dans ce domaine, d’où résulte l'inégalité L(2,F)>1. 

Il suit de cette proposition que la fonction L{(2,F!) est con- 
tinue en dehors de F. Nous allons examiner la continuité de 
L(z,F) aux points de F, où le logarithme de L(z,F) cesse en 
général d’être harmonique et où l’on a d’après (8) 


L(z,F)=1. 


En m’appuaynt sur un lemme général®) j'ai démontré 
dans le travail précédent que: Z(z, F) est continu en tout point 
tel de F qui est situé sur un continu quelconque appartenant à F. 
On verra qu’en tout point isolé de F L(2,F') cesse d’être continue. 


"8. Considérons le cas général, où la frontière F est. quel- 
conque et soit zp un point de F. Désignons par V (z) un voisi- 
nage fermé quelconque de z, et par F.-Y (z) la partie de F 
contenue dans V(2,). 


5) Voicicelemme: Si une suite de polynômes: Pn(z)=a92" +2" l+...+an, 
n=0,1,2,..., est uniformément bornée sur un continu O, on peut faire cor- 
respondre à tout point 2, de O et à tout e>0 (a<1) un voisinage V (Zg, £) de Zo 
tel que la suite {Pn(z)(1—e)"} soit uniformément bornée dans V (20,8), 
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Je dirai que le diamètre transfini de F au point 2, est positif 
si, quel petit que soit V(2,), on a toujours d[F-V (2,)]>0. Dans 
le cas contraire nous dirons, que le diamètre transfini de F au 
point 2, est égal à zéro. 

Ceci posé, partageons les points de F en deux ensembles 
disjoints P et N 
(11) F=P+N 


dont P contient tous les points de F en lesquels le diamètre 
transfini de F est positif et N tous ceux en lesquels il est égal 
à zéro. Il est évident que les points d’accumulation de l’en- 
semble P appartiennent à P, donc P est fermé. Je dis que: 


IV. Le diamètre transfini de l’ensemble F est égal à celui 
de sa partie P: 
d(F)=d(P). 
En effet, désignons par P(o) l’ensemble de tous les points 
du plan dont la distance de l’ensemble P ne surpasse pas 0 >0 
et partageons F en deux ensembles 


F= Py + No, 
où P, désigne la partie de F contenue dans P(e) et N, est 
la différence F—P, augmentée de ses points d’accumulation. 
Puisque d(N,)=0, on af) 

d(F)=d(P,), 
et puisque PCF et P,CP(o) on a 

d(P)<d(F)<d[P (e)], 
d’où résulte notre proposition car limd[P(o)]=d(?) dy 
o> 


5) Je mappuie sur les deux lemmes suivants: 

A. Si E est un ensemble fermé et borné et si le diamètre transfini de E 
en chacun de ses points est nul, on a d(E)=0. 

B. Si E et E’ sont des ensembles fermés et bornés et si d(E’)=0, on a 
d(E+ E')=d(E). 

' Voici la démonstration du lemme A: À tout point z de E on peut, 
associer un voisinage V (z) tel que d[E-V (z)]=0, et, comme E est fermé, 
il existe un nombre fini de ces voisinages recouvrant E. L’ensemble E est 
donc une somme finie d’ensembles fermés dont les diamètres transfinis 
sont huls et par suite d(E)= 0 en vertu du lemme B. Le lemme B est bien 
connu. 

7) M. Fekete: Math. Z., t. 32 (1930), p. 108—114. 
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4. Nous allons démontrer que: 
V. Les fonctions L(2,F) et L(z,P) sont identiques dans le 
domaine D(F). 
~ Démonstration. Soient E et E’ deux ensembles fermés 
et bornés quelconques. Je dis que, quelque soit z, on a 


(12) L(2,E)<L(2,E'), | si BOE’. 
En effet, étant d’après (4) 


L,(2, E)<borne inf {max |[LŸ(2,4)}=L,(2, E’), 
GEE’) 0) 


n n 
on a VZ, (2,E)<VL,(2,E"), d’où l’on déduit (12). 

Il en résulte que L(2,F)<L(2,P) et par suite la fonction 
logL (2, P)—logL(2,F) est non-négative dans le domaine D(F). 
Mais cette fonction est harmonique dans D(F) le point à Pin- 
fini y compris et prend en ce point, d’après (10), la valeur 


il 1 
log TP; ler =0, car d(P)=d(F), 


done il suit du principe de maximum que la différence 
logL (2, P)—logL(z,F) s’annule identiquement dans D(F). 

Il résulte de ce théorème que: 

VI. La fonction L(2,F) est discontinue aux points de F en 
lesquels le diamètre transfini de F s'annule ®), 

En effet, si z tend vers un point 2, de N en restant toujours 
dans le domaine D(F), la fonction L(2,F) tend vers la même 
limite que L(z,P) et comme z, appartient au domaine D(P) 
en lequel la fonction L(z, P) est continue, on voit que 


lim L(2,F)=L(z, P). 
ZZ, 
Mais on a d’après III L(2,,P)>1 et d’après I L(2,,F)=1, 
donc L(z,F) est discontinue au point 4. 


Il résulte des propositions précédentes que, si la partie P 
de F est une somme de continus, la fonction 


@(z,F)=logL (2, F) 


; 3) C'est-à-dire aux points de l’ensemble N, si cet ensemble n’est pas 
vide. L'ensemble P n’est jamais vide car d(F)>0. 
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jouit dans le domaine D(F) des propriétés suivantes: 1° elle 
y est harmonique et positive, 2° quand z tend vers un point 2, 
de F, en restant toujours dans D(F), elle tend vers une limite 
déterminée g, où g=0 si 2, appartient à P et g>0 si 2, appar- 
tient à la partie N de F, 3° quand z tend vers l'infini on a 


lim {@(z, F)—log k =lo8 355 . 

Par conséquent: 

VII. Si la partie P de F est une somme de continus, log L (2, F) 
est la fonction de Green classique ou généralisée du domaine D(F) 
avec le pôle à l’infini suivant que la partie N=F—P de F est 
vide ou non. 

5. Soient E et E’ deux ensembles fermés et bornés quel- 
conques. On sait que, si FE” est contenu dans E ou si d(E")=0, 
on a d(E+E')=d4(E). Nous allons démontrer que: 

VIII. Si FE’ est situé dans l’intérieur du domaine D(E) 
et si d(E')>0, on a 

d(E+E')>d(E£). 

Démonstration. Le cas 4(E)=0 n’exigeant pas la dé- 
monstration, supposons que d(E)>0 et formons la fonction 
L(2,E). D’après III L(z,E) est continue dans l’ensemble FE’ 
et y supasse 1 donc, comme F’ est fermé, il existe un nombre 
positif ô tel que 

L(2,E)>1+30 dans FE’. 

D'autre part, il existe d’après II un indice N 1(0) tel qu’on 

a dans F’ 


K 
VIR (e, m> L(z, E)—ô pour u>N,(ô) 
et par suite 


u “ 
Ve—=n) -e—a d> +29) C] 
d’où l’on déduit en vertu de (7) Pinégalité 


# 
43) Ne=) (€—1))...(€—n,)]>(1+8)d(B), pour w>N,(), 


‘ayant lieu dans E’ pourvu que le nombre N,(ô) soit suffisam-/ 
ment grand. 
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Posons n= p+r et soit {Ny Mises Ny? un système harmonique 
de u-+1 points de E et (7,,,,.….,7,) un tel système de » points 
de E’; on a donc 


V(B)=V (mp) 6 V, (B)=V (ngpi mu) 


Puisque 
V (B+ BE") >V (Ms Mur Mur An) 


il suit de l'identité 
V (hos +223 Na) =V (Mor +15 Nu) gs =» Tn), “i O=) (77, — 71, 
et de l'inégalité (13) que 
Va(B+B')>V u(B)-V,-i(B')-[(1+8)d(B)]™, si u>N;(6). 

Posons pour simplifier l’écriture d(E)=d et d(E’)=d’ et 

observons que les suites 
2 2 
MAUR) oe (2 Fe) 

tendent en décroissant respectivement vers d et d’ done 


uut)  v@—1) 
Va(E+E)>d ? +d’ ? [(1+6)4j” 
et par suite 


2 de (u-}-1) v(v—1) 
[VE + P'e >d" n(nFi). d'at) (1 + ô AFS. 


Faisons tendre n et » vers l'infini de manière que »/n tende 
vers une limite a remplissant la condition 0<a<1. Alors u/n 
tend vers 1—a et la dernière inégalité donne 


d(£E+E')>d m 11/1 [LH 6)a 
ou 


d(E+E')>d EX hg apaa]. 


Notre proposition résulte immédiatement de cette inégalité 
car, si a—>0, Pexpression 


de 21—0) 
(z) (+ô) 


tend vers la limite (1+ô)}>1. : 
[A suivre] 


REMARQUES SUR LES INTEGRALES DE STIELTJES 
EN CONNEXION AVEC CELLES DE MM. RADON 
ET FRECHET 


Par O. Nikopyu, Warszawa 


1. Le but de la note présente est la démonstration d’un 
théorème jettant de la lumière sur les intégrales de STIELTJES 
en connexion avec celles de MM. RADON [1] et FRÉOHET [2] 1). 
Le dit théorème concernant la prolongation d’une mesure addi- 
tive sera énoncé à la fin de la note. Il sera exprimé d’une manière 
un peu plus générale: à savoir on va considérer des mesures 
vectorielles au lieu de mesures ordinaires. La généralité ad- 
mise, se rattachant à un de mes travaux [4] ne cause point 
des complications dans la démonstration et, d’autre part, elle 
met mieux en évidence le rôle des hypothèses. Nous ne con- 
sidérons que le cas linéaire quoique celui de plusieurs dimen- 
sions ne semble pas être trop difficile et principiellement dif- 
férent. De plus, nous envisageons l'intervalle (—co, +00) en 
vu d’applications aux formules donnant la représentation 
spectrale des opérateurs symétriques hypermaximales dans 
l’espace vectoriel de HILBERT - HERMITE [5]. 


+00 

Si lon se sert des intégrales de STIELTJES j fdg, on 
suppose d’habitude que g(x) est continue d’un côté, p. ex. du 
coté droit [5]. On verra dans ce qui va suivre que cette hypo- 
thèse est bien naturelle et en connexion avec la possibilité 
de la généralisation ,,lebesguienne“ de l'intégrale. Dans cet 
ordre d’idées faisons la remarque suivante qui semble être 
principielle: il se montre très avantageux et très maniable de 
considérer les intervalles (a,b>, ouverts du côté gauche et 


1) Voir aussi [3]. 
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fermés du côté droit, plutôt que des intervalles ouverts ou 
fermés. On rencontre, d’ailleurs, de tels intervalles ou rectangles 
sémifermés dans des différents travaux. 


Notations: 

a-yb désigne que a est, par définition, identique avec b. 

Ta: ensemble composé du seul élément a. 

co a: le complémentaire de l’ensemble a par rapport à une 
variété donnée 1; co a5- 1—a. 

0 désigne l’ensemble vide. 

acb: l’élément a appartient à la classe b. 

(a,b), (a,b, <a,b), <a,b> désignent respectivement les in- 
tervalles a<x<b, a<x<b, a<ax<b, a Ks <b. 

On va considérer des nombres impropres —oco, +00 qui se 
définissent aisément par la méthode de CANTOR ou DEDEKIND. 

On va considérer l’espace vectoriel de M. BANACH. Pour 
la définition axiomatique respective nous renvoyons le lecteur 
au travail de M. BANAcH[6]. La valeur absolue (norme) du 


+ -> 
vecteur x sera désignée par |x|. Mentionnons que ce nombre 
jouit, entre autres, des propriétés suivantes:- 


[| > 0, l+ yl <lol+lyl, lal =|2| lel, : 


où 4 est un nombre réel. De plus, la convergence lima,=2 
se définit par la relation: 


< > 
lim |w,—a|= 0. 
n- 


2. Soit donné une fonction e(x) définie dans <—00, +00) 
et dont les valeurs sont des vecteurs d’un espace de M. BA- 
NACHT), Considérons la plus petite classe (4) de sous-en- 
sembles de (—co,-+co>, contenant chaque intervalle (a,b>, où 
—00<a<b<+co et jouissant des propriétés suivantes: 

1° si E,Fe(A), alors E+Fe(4), 

2° si: Ee(A), alors co Ee(A)°). 


1) Il est sousentendu que e(—00) et (+00) sont des vecteurs bien 
déterminés. 
3) co E= (—o, +0— P. 
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Si B,Fe(A), alors E-Fe(A) et E—Fe(A). Evidemment 
l’ensemble vide 0 et l’ensemble universel 1=-(—c0,+00) 
appartiennent à (À). 

On peut démontrer sans peine que, si Ee(A), E+0 alors 
il existe un nombre fini d’intervalles disjoints (ab: dont la 
somme est égale à E. Appelons une telle représentation: repré- 
sentation canonique de E. 

Attribuons à chaque ensemble Fe (4) une mesure généralisée, 
en posant 


1° (0) 0, 

29 si E= 2 (abi), où les termes de la somme sont disjoints 
deux-à-deux, 

ME) qr À (e(b)— elan). 

On voit aisément que la fonction p(B) est ainsi bien définie 
(parce que ce vecteur ne dépend pas du choix de la représen- 
tation canonique de Æ). De plus la fonction uE) est additive, 
c'est-à-dire, si E, Fe(A), E-F=0 on a p(E-+F)=pl(E)+ uP). 

On voit aisément que U(E) peut être définie par la con- 
dition NC ajoutée aux conditions suivantes: u(0)=0, 
(a, b>= 0(b)— oa), (—oo<a<b<+00). 


3. Cela étant posé, considérons la plus petite classe (B) 
de sous-ensembles de (—co,+00), contenant tous les ensembles 
de (A), contenant avec chaque ensemble aussi son complé- 
mentaire, et parfaitement _additive, ce qui veut dire que, si 
En Ez,- En... E (B), alors À'Ene(B). Évidemment (B) est la 


classe de tous les sous-ensembles boréliens de (—0c0,+0co). 
. Le problème qui nous intéresse consiste à trouver les con- 


S -> 
ditions nécessaires et suffisantes auxquelles doit satisfaire o(x) 


pour que la fonction mesurante u(E) puisse être prolongée à tous 
les ensembles de (B) de manière que, si E;,E:,...,En,….e(B), 


ErBy=0 pour i+k, on ait Yu(En)=u (Y En). 
ດ n=1 . n=l 
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4. Tout d’abord, quelques délibérations préliminaires nous 


= 
forcent d’admettre pour la notion de la norme |x| de vecteurs 
la condition suplémentaire suivante: 


> > 
a) ... Ni WyyPay sy Png +. CSL UNE Suite infinie de vecteurs telle 
19 27 3 7 
-> 


> > -> 
que pour chaque suite partielle WiryPhoy sy Erpse extraite de {Wn} 
la somme 


, 


00 > 
converge, alors 3 |w,|<ce. 
n=1 


Cette condition est satisfaite p. ex. dans le cas, où les vecteurs sont 
des nombres réels ou des nombres complexes. Elle ne subsiste pas p. ex. 
dans le cas de vecteurs de l’espace unitaire (de Hilbert-Hermite). En 
effet, étant donnée une suite orthonormale: 


> > —> 
Eis êg» t Êm e.. 


+ > 
(eper) =01 4» 
Es 


posons 2, FF — En 


Ss |= 


` 
0 > 


-> co >» 
On a: |u,|=1/n; done ¥|z,| diverge, tandis que toute somme, Lr, 
n=1 n=1 
Co 00 
converge, puisque X 1/k < 3 1/n*<co. 
n=1 n=1 


Dans le cas considéré il faudrait remplacer la norme des vecteurs 
par son carré, et cela non seulement dans la condition («) mais aussi dans 
la définition de la variation bornée qui va étre formulée prochainement. 


5. Admettons l’hypothèse (a) et supposons que la prolon- 
gation de la mesure soit possible. Nous démontrerons qu’alors 


= 
la fonction o(x) est à variation bornée. Nous entendons par cela 
qu’il existe un nombre positif M>0 tel que, si les 


(1) : (a1,019, +++; (Ang bn? (n>1) 
sont disjoints, on a 
(2) 2 lob) —elaol < M. 


Démonstration. Supposons qu’un tel nombre M n’existe 
pas. Il existe alors une suite infinie de systèmes (1) pour les- : 


A 


quels la somme (2) croît indéfiniment. Il existe, à fortiori, 
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une suite infinie de divisions finies de l'intervalle (—co, + c0> 
pour lesquelles les sommes respectives tendent vers l’infinie. 
Ayant une division de (—co,+00), l’introduction des nouveaux 
points de subdivision ne peut pas diminuer la somme respective. 
Par conséquent, on peut trouver une suite infinie de divisions 
I,a... de (—co,+c0> telle que chaque division suivante 
contient tous les points de la précédente, et que les sommes (2) 
respectives $,,89,... sont >0 et croissent indéfiniment. Évi- 
demment {Ia} peut être choisi de manière que, si (ar, Bn> 
appartient à la division 47, et si (aß D(asÿfa) >, alors 
lima,=limf, (n.b. cette limite pouvant aussi être égale 
à +oo on à —co). 

Il existe dans /7, au moins un intervalle dont les divisions 
engendrées par 17,,17;,,... donnent des sommes!) formant une 
suite non bornée. Soit (y,,0,> un tel intervalle et supposons 
que ce sont les subdivisions produites par Jr, Iros., Mep +- 
qui donnent des sommes tendant vers linfini. On peut évi- 
demment supposer que toutes ces sommes sont >l. 

D’une manière analogue il existe dans (y,,0,> au moins un 
intervalle (y,,0,> de Ma, dont les subdivisions engendrées par 
Hkk... donnent des sommes formant une suite non bornée. 
Soit Mw, w... Une suite partielle extraite de JZ:,17:,..., 
donnant dans (y,,0,> des sommes positives >2 et tendant 
vers linfini. 

En continuant indéfiniment le procédé indiqué et facile 
à préciser au moyen du principe de l'induction, on obtient 
une suite infinie d’intervalles 


(7118122 (Yas 9202 ve. 


et une suite infinie 17’,17”,... extraite de {IIn}, telles que 274 
engendre dans (y,,0,> une division donnant la somme >n. 
On a de plus limy, =limd.. 

Cela étant posé, soient 
(3) : (Pus Oras (Merde 
tous les intervalles de la division 17-9 contenus dans 
(Yanı et différents de (y,,0,>. 


1) Les termes des sommes concernant seulement les sous-intervalles 
de (73,6, 
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Les intervalles (3), (n=1,2,...) étant disjoints et la prolon- 
gation de la mesure étant, par hypothèse, possible, la somme 
de mesures de n’importe quels intervalles pris de (3) converge. 
Donc, en vertu de la condition (a) la somme des nombres 


Fe + Pe 14 Se + ; 
OA 0 = |o(0,,,) Fra ely 
converge AUSSI, 
Posons 


PEPCA 
On a, en considérant la subdivision de (Wn) 0,-1> produite 
par J7(r-9; 
| On 0, A+ Z alyan dp An, 
d’où ; 
lys 8 HN >n, (n=1,2,..) 
ce qui entraîne 
(4) Ilym 0, ce. 
Mais, l’additivité parfaite de la mesure u prolongée implique 
la relation 
limu(y,1d,)=H(Ta), 
où aç limy,=limd, 
Par conséquent, lim MOR 0 “ost fini ce qui n’est pas 


d’accord avec la relation (4). 
La contradiction trouvée ainsi démontre, par impossible, 


que la fonction o(x) est à variation bornée. 


6. On démontre aisément que pour une telle fonction la 
limite 
0(20+0)=r lim o(æ), 
Xn? Xo 
Xn? Xo 
existe pour chaque æ,<co et la limite 
Es — 
o (2—0) cas 0 (Wn) 
ES 


existe pour pour chaque wy, >—oo, 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVIII. 2 
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7. Nous allons démontrer maintenant que, si la prolon- 
gation de la mesure est possible, on a 


o(2-+0)= 0(2) 
pour — 00 Kw<-+ 00. 


Démonstration. Soft WL, >, Pn Po. 
Ona 


al (Poy Pn>=0, 


d’où, en vertu de la continuité de la mesure — ce qui résulte 
de son additivité parfaite — 


lim y (£0, tn) = 0, 
c’est-à-dire: 


lim ¢ (2,)= ¢ (20). 


8. Nous avons trouvé deux conditions nécessaires auxquelles 


doit satisfaire o(x) afin que la mesure soit prolongeable. Notre 
but est maintenant la démonstration que ces conditions sont 
aussi suffisantes. 

Définissons d’abord une notion auxiliaire. 

Étant donné un intervalle arbitraire (a,b> désignons par 
p*(a,b> la borne supérieure des nombres 


2 |u (ai, bòl, (n1), 


où les (a,,b,> sont disjoints et contenus dans (a,b). 

Cela étant posé, nous allons nous appuyer sur le théorème 
suivant 1), 

Si, quels que soient les intervalles (r,8>, (r1,8n», N=1,2,... 
tels que 


(r,8> = o 8n>y 


1) Voir [4]. 
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les (r:,81> étant disjoints deux-à-deux, on a 


lu (r,s < D P* (ny 8n), 
n=1 
alors la mesure y est prolongeable dans le sens qui nous interesse. 


9. Cela étant préparé, supposons que la fonction 0 (x) 


est à variation bornée et que, de plus, 0(w-+-0)= p(x) pour 
chaque x, où —coKr<-+ co, 


Démontrons qu’alors la mesure y est prolongeable. Fixons 
un intervalle (r,s> et une de ses décompositions en des inter- 
valles disjoints 


(r, 8» =) (Tns Sn? 


Notre but est de démontrer Pinégalité 
Ju (r, 8A K 3 u* (Tn 87>. 
n=1 


Il existe un indice n, bien déterminé, tel que 
SF $m) POSODS VF rn 
Deux cas peuvent se présenter: 
I 20 PES. 
Considérons d’abord le cas 1°: 
(1) r<Tr'<s. 


Soit r,<r’. L’intervalle (r,,8> est égal à la somme au plus 
dénombrable de différents intervalles contenus dans la suite: 


(2) (71981 (Ta 82) +. (Nm) 8m) ee. 
soit: 
(rn 8> = 2 (Tnys Sna? 
Dans le cas, où r,=7', on a évidemment 


= 
Ju (fn, SA < 2 B* (ngs Era) 
2* 
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parce que cette relation se réduit à 


ci 
|u (Tn, 8al < U* (Tn 8n), 


et cette inégalité est évidente. 
Désignons par r” la borne inférieure de tous les #,, pour! 
lesquels 


-> 
(3) lu (rn 8A < ZU (Tras 8na” 
& 
Choisissons une suite infinie: 
Tm Tm >t" 
parmi les, nombres %,,, de manière qu’on ait 
| lim tm, =r". 
k-00 
Nous avons 
-> 
(4) lum A S u* (Tng Sng)» 
B 


la sommation étant étendue à tous les intervalles (2) qui ce 
trouvent dans (rn,,8>. 
` A fortiori 


(5) [Bo rm A < 3 u” (nys 8r, 
y 


où la sommation embrasse tous les intervalles figurant dans 
toutes les sommes (4), (%=1,2,...). 
Comme 


` (Finis D = 0(8)—0 (Tm) 


“et comme, en vertu de l'hypothèse, 


lim O (Timp) = e(r”), 
on déduit de (5): 
(6) l u(r", s> < 2 U* (ays 8n D 
y 4 


Nous allons prouver que r”=r. Supposons le contraire: 
r''>r. Les intervalles (2)*étant disjoints et leur somme étant 
égale à (r,s>, il existe un intervalle (2) bien déterminé, soit 
(rm 8), tel que 

T” = Sp, 
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On a, en vertu de Padditivité de la mesure p: 
(Fp 8>= u (Tp, 8p) + (F's 8> 


lu (rp, 8 < 2 (Fos 8) + D U” (Tn Bn 
Z: 


d’où 


Mais l'intervalle (r,,8,> ne se trouve pas parmi les inter- 
valles (7:,,8r,> et, de plus, nous avons 


(7p 8>= (Tps 8p) + 2 (Tnys 87,2. 


Par conséquent, 7” n’est pas la borne inférieure en question. 
Nous avons ainsi démontré que r”=r. L’inégalité (6) peut 
s’écrire alors: 


(7) - lu (r,s < > u* (Tny 8n), 


où la sommation embrasse tous les intervalles (2). 

Jusqu’à présent nous n’avons considéré que le cas 1°; où 
r<r'<8; mais on voit que dans le second cas: r=r'<s l’iné- 
galité (7) est évidente. 

Nous avons ainsi démontré que l'inégalité (7) subsiste dans 
toute sa généralité. i 

Il en résulte, d’après le théorème cité, que la mesure peut 
être prolongée de manière qu’elle devienne une mesure vecto- 
rielle parfaitement additive et définie pour tous les ensembles 
boréliens contenus dans (—co, +00, 


10. Le résultat qui vient d’être établi peut être formulé 
de la manière anie: 


Théorème. Soit o(a) une fonction définie dans —oo <a <00 
et dont les valeurs sont des vecteurs d’un espace (R) de M. BANACH. 
Supposons que (R) jouit de la propriété suivante: 


2 > -> ເ 
(a) Si Wi, Pay -egn est UNE suite infinie de vecteurs de (R), 


+ CO => 
telle que pour chaque suite partielle {xr} la somme 2, Pi, CON- 
s n= 


CES 
verge, alors 2 [wn] < oo. 
n= 
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Soit uE) une fonction d'ensemble E telle que ces valeurs 
sont des vecteurs de (R). 

Supposons qu’elle soit définie dans le plus petit sémi-corps 
contenant tous les intervalles (a,b), où —oco<a<b<+-00, qu’elle 
soit additive (simplement) et qu’on ait 


u{(a,b»}= 0(b)—e(a). 
Ces hypothèses admises, la condition nécessaire et suffisante 


afin que la fonction i (E) puisse étre prolongée de manière qu’elle 
soit définie pour tout sous-ensemble borélien de (—co, +00 
et y sera parfaitement additive est que 


110 lim 9 (2,)= o (20) pour chaque Sy OW —00<Zÿ<+09, 
Bn >To 
Bn Zo 
20 o(x) soit à variation bornée dans <—co,-{+co>, ce qui 
veut dire, par définition, qu’il existe un nombre M>0 tel que 
pour chaque système fini d’intervalles (a,b:», (i=1,2,...,%), 
(n>1), disjoints deux-à-deux, on ait 


Š le(b)—e(anl <M: 


11. Appliquons le théorème démontré aux intégrales de 
STIELTJES. Supposons que l’espace vectoriel (R) coincide avec 
l’ensemble de tous les nombres réels ou complexes. Soit p(x) 
une fonction définie dans <—oo, -+-c0>, partout continue du côté 
droit et supposons que p(w) soit à variation bornée dans 
<—co0,+005. Considérons les intégrales de STIELTJES 


b 
St(w)de(z), 


où —co<a<b<—+co et où f(x) est continue et bornée dans 
<—oo, +00}. 

- Soit (E) la mesure parfaitement additive provenant, par 
prolongation, de la fonction 


uila, b>} zr 0(b) —o(a). 
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D’après le théorème démontré une telle mesure existe 
Considérons l'intégrale de MM. RADON-FRÉCHET 


V(E)+ f f(m)dy, 
E 


relative à la fonction mesurante (E) +). 
On voit aisément, que 


b 
S iadu, = f f(w)de (x) 
(a,b> a 

et, par conséquent, que l’intégrale de MM. RADON - FRECHET 
représente une généralisation naturelle (une prolongation) de 
l'intégrale de STIELTJES de la même manière que Pintégrale 
de M. LEBESGUE généralise l’intégrale de RIEMANN. Voici 
donc, pourquoi il est commode d’admettre — comme on le fait 
d'habitude — que o(x) est continue partout d’un côté (p. ex. 
du côté droit). De plus, on voit qu’il est bien commode de 
considérer des intervalles sémifermés (a,b> au lieu des inter- 
valles ouverts ou fermés. 

Les remarques que nous venons de faire, permettent de 
considérer les intégrales de STIELTJES figurant chez M. STONE?) 
dans la représentation spectrale des opérations ,,selfadjoint“s 
dans l’espace de HILBERT- HERMITE: 


+00 +o 
(Hf,o)=f| 14E), HD =| aE), 


+00 +00 
[fpf valet, I= f def 


comme les intégrales de MM. RADON -FRÉCHET, ce qui semble 
être plus avantageux parce qu’on en obtient des formules 
analogues où les intégrales sont prises sur m'importe quel 
ensemble borélien ?). 


1) Elle se définit précisément de la même manière que l’intégrale de 
M. Lebesgue, la seule différence étant telle qu’au lieu de la mesure or- 
dinaire on envisage la fonction u(Æ). 

2) Voir [5], p. 180 ff. 

3) J’y reviens dans un travail spécial. 
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SUR LES BASES DU GROUPE SYMETRIQUE 
ET DU GROUPE ALTERNANT 


Par SopHie PICCARD, Neuchâtel 


1. Quel que soit le nombre entier n>3 (24), le groupe 
symétrique ©, d'ordre n! (le groupe alternant Wn d’ordre n!/2) 
peut, comme on sait, être engendré par deux de ses substi- ‘ 
tutions. Nous appellons base du groupe G,(A,) tout couple 
de substitutions génératrices de ce groupe. 

Nous avons démontré que le nombre total de bases du 
groupe @(A,) est un multiple de n!/2 (n!/4). D’autre part, 
quelle que soit la substitution non identique S de Gn(@n), il 
existe au moins une substitution T de G.(A,) qui forme avec S 
une base de G(A.), à l'exception des trois substitutions (1 2)(3 4), 
(13)(2 4), (1 4) (23) qui ne font partie d'aucune base du groupe G,. 
Nous avons établi le système complet de bases du groupe G,, 
pour n=3,4,5 et 6. Enfin, nous avons trouvé divers critères 
généraux permettant de discerner les bases du groupe G,(%,). 

Le but de la présente Note est d'établir plusieurs critères 
permettant de discerner toutes les bases du groupe G,(?;), 
n>9, dont l’une des substitutions est de la forme (ab cde), 
a,b,c,d,e désignant cinq nombres distincts quelconques de la 
suite 1,2,3,...,n. 

2. Pour traiter ce problème, nous nous appuyerons sur plu- 
sieurs lemmes et propositions que nous avons établis ailleurs 1), 
ainsi que sur sur un groupe de six lemmes nouveaux. Voici 
quelques résultats antérieurement acquis: 


Lemme 1. Quels que soient le nombre pair (impair) n>4 
ainsi que les r (2<r<n) nombres &,a2,.…,ar de la suite 1,2,...,n, 
dont a, est le plus petit, si le plus grand commun diviseur 


1) Wiadomości Matematyczne, t. XLVII. 
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D(ay— 01, 4— dy. Br Arn) des r nombres Ag — Ar, As— iry.. Gr lyh 
est =1, en composant la substitution §=(1 2 ... n) avec le groupe 
alternant des substitutions des éléments di, o...O on obtient 
le groupe Sn(An). 


Lemme 2. En composant un nombre quelconque k>1 de 
substitutions de la forme T,=(a,b,¢,), (i=1,2,...,k), telles que, 
quel que soit l’indice i=1,2,...,k—1, l’ensemble 


{d1 b15 C1 Ans Dos Cape. Qiy Di Ci * {Aiti bitis Citi} Æ O, 


on obtient le groupe alternanti des substitutions de tous les dlé- 
ments qui figurent dans les divers T. 


Lemme 3, Quels que soient le nombre entier n>3 et les nom- 
bres distincts a,, ao, a, de la suite 1,2,... My (Ay Ag, <la), 84 Von 
pose D (ag—a 43 —a,n)=k, la substitution (a, 0, +k a, + 2k) peut 
être obtenue en composant les deux substitutions S=(1 2 ... n) 
et T= (a, agag). 

Proposition 1. Quels que soient les nombres entiers k>1, 
1(1<1<k) et n>i, les deux substitutions /§=(1 2 ... k), 
T= (42 +1 ... %), si elles ne sont pas identiques, engendrent le 
groupe Gmax.(k,n) OU UWmax.(k,n)y AUX trois exceptions suivantes 
près: Ni=(1234), T,=(3456); S=(123 4), Ta=(23 456); 
S3=(12345), T;—(3456). 

Proposition 2. Quels que soient les nombres entiers n=3, 
m(1<m<n) et les trois nombres a,b,c de la suite 1,2,...,%, 
dont l’un au moins est <m et l’un au moins est >m, la con- 
dition nécessaire et suffisante pour que deux substitutions de 
la forme S—(1 2...m)(m-+1...n), T=(a bc) constituent une 
base du groupe Gn(?ln), si n est impair (pair), c’est que 

-D(m,n—m,d)=1, d désignant la valeur absolue de la différence 
des deux nombres du système a,b,c qui appartiennent au 
même cycle de S. 

3. Lemmes nouveaux. 


Lemme 1. Quels que soient les deux ensembles {a;, az, as, 4, Os} 
et {biba 03,040} ayant aw moins un élément commun, les deux 
substitutions S= (d; ay az Uy as), T=(b, ba bs ba bs) engendrent 
toujours le groupe alternant des substitutions des éléments qu'elles 
permutent, si T mest pas une itérée de S ni. une itérée de la 
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substitution (0+1010;+302+208), (i=1,2,3,4,5, 4g € {41 A2; Ag, as Ts} 
les nombres i+1, i+2, i+3 devant être réduits mod. 5). 

Pour ne pas allonger la présente Note, nous omettons la 
démonstration de ce lemme qui ne présente aucune difficulté. 


Lemme TI. Quels que soient les nombres entiers n2>5, 
m(l<m<n) et les cing nombres entiers a,b,c,d,e vérifiant les 
relations 1<a<b<m, m+1<c<d<e<n et 


ໆ) D(m,n—m,b—a,d—c,e—c)=1, 


en composant la substitution S=(12 ... m) (m-+1 ... n) avec le 
groupe alternant @ des substitutions des éléments a,b,c,d,e, on 
obtient le groupe G,, si n est impair, ou le groupe An, sin 
est pair. 

Démonstration. Si l’un au moins des trois nombres 
D(m,n—m,b—a), D(m,n—m,d—c), D(m,n—m,e—c) est égal 
à 1, comme les trois substitutions (ab c), (a cd), (ace) ap- 
partiennent au groupe @, le lemme II découle alors de la pro- 
position 2. Supposons que les trois nombres en question sont >1. 

Soit D(m,b—a)=k', D(n—m,d—c,e—c)=k". 

D’après *) D(k',k)=1. 

La substitution P=(a b c) fait partie du groupe G. a 

Je dis qu’en composant les deux substitutions S et T, on 
peut obtenir la substitution P=(a a-+k’ ce) En effet, c’est 

| évident si b—a=k'. Alors P=T. Supposons que b—a>k’.. 
Soit m=m'k', b—a=t'k', (t'>1). On a D(m’,t')=1. 

Il existe donc un nombre entier s, tel que t's=1 (mod. m’) et, 
par conséquent, il existe un nombre entier r, tel que t's=rm' +1. 
Multiplions les deux membres de cette égalité par k’. IL vient 
s(b—a)=rm+k', autrement dit s(b—a)= k' (mod. m). 

Soit s le plus petit nombre entier >©0 vérifiant cette con- 
gruence. Envisageons la suite des substitutions 
B= AE EEDA EEEE EEDA oo 

T s—1= 8 ne) TS UE (bs—2 by Cs—1 ) 

On a bs, 1=04+4’. 

D’après le lemme 2, en composant les substitutions . 
T, Ta.. To, on obtient le groupe alternant des substitutions 
de tous les éléments qui sont permutés par T, 7,,..., 7,1, et 
ce groupe contient la substitution P=(a a+k'c). 
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D’autre part, le groupe G contient la substitution (cde) 
et on voit sans peine 1), en s’appuyant sur les lemmes 2 et 3, 
que la substitution @=(¢ ¢-+k"’ c+2k'') peut être obtenue en 
composant les deux substitutions 8 et (cde). 

Comme D(k’,k"")=1, il existe un nombre entier u, tel que 
uk'==1 (mod. k”). Autrement dit, il existe un nombre entier v, 
tel que uk'=vk"-+1. Envisageons la suite des substitutions 


Qu = SM Q EE = (0+ (o—2)%" €-+(v—1)k”” ¢+0k"), 
Qos gi ed a etok” e+(e—1)#"), 
Q= (c tk" ES) 
P=(a a+k' c), 
P,=#8S*TS-#—(a+k a+2k c+k'), 
Py BTS (a+ 2k a+3k c+ 2k 


ub pu Souk aE RE ) 


les nombres a+i devant être réduits mod. m et les nombres 
c+j devant être réduits mod. n—m, de façon à être compris 
au sens large entre m-+1 et n. 

D’après le lemme 2, en composant ces diverses substitu- 
tions, on obtient le groupe alternant des substitutions de tous 
les éléments qu’elles permutent. Or, ce groupe contient la 
substitution (a c+vk” c+ uk')=(a c+vk” c+vk''+1), les nom- 
bres e+vk” et c+vk'’+1 devant être réduits mod. n—m, 
comme indiqué ci-dessus. Or, cette derniére substitution en- 
gendre avec S, d’après la proposition 2, le groupe G,, si n 
est impair, ou le groupe Wn, si n est pair, d’où résulte immé- 
diatement le lemme II. 


Lemme III. Quels que soient les nombres entiers n>5, 
m(1<m-<n) et les cing nombres entiers a,b,c,d,e vérifiant les relations 
1<a<m,m+i<b<e<d<e<n, D(m,n—m,e—b,d—b,6—b)=1, 
en composant la substitution S=(1 2 ... m)(m-+1 ... n) avec le 
groupe alternant G des substitutions des éléments a,b,c,d,e, on 
obtient le groupe Sn, si n est impair, ou le groupe An, sin 
est pair. 

1) Voir la démonstration des lemmes 9 et 10 dans notre travail cité de 
Wiadomości Matematyczne. 


LES BASES DU GROUPE SYMETRIQUE 29 


Démonstration. La substitution T= (a b c d e) fait partie 
du groupe @ et on a ST=(ab-+1...0d+1...6¢ a+1...mil 2... 
…4—1)(b c+1 ...4 6-+1 ... n m+ ... b—1). 

Il est clair que la substitution ST engendre, avec les sub- 
stitutions du groupe @, le même groupe que la substitution S. 
Posons 


U= ‘ DS 10° 4% e a 
VLR? pe «1+e—b+e—d… 
i ai b sud d .. b—1 
.0—b+6—d+m 1+0—b+e—d+m... fi A A n } 


Il vient 


USTU-'=R=(1 2... €—b+6—d+m)(1+6—b+e—d4m ... n), 
UGU-t=G,, 


G, désignant le groupe alternant des substitutions des éléments 
1, 1+c—b, 1+6—b+6—d, 1+c—b+e—d+m, 1+e—b+m. 
Les trois premiers de ces éléments appartiennent au premier 
et les deux derniers, au second cycle de R, et comme 
D(c—b,c—b+e—d,d—c,c—b+e—d+m,n—(c—b+e—d+m))= 
=D(m,n—m,c—b,d—b,e—b)=1, il résulte du lemme II qu’en 
composant R avec les substitutions du groupe @,, on obtient 
le groupe G,, si n est impair, ou le groupe An, si n est pair. 
Il en résulte immédiatement le lemme III. 


Lemme IV. Quels que soient les nombres entiers n>6,1, 
m(i<l<me<n) insi que les cing nombres entiers a,b,c,d,e vé- 
rifiant les relations 1<a<l, 1+1<b<c<m, m+1<d<e<n, 
D(l,m—l,n—m,c—b,e—d)=1, en composant la substitution 
S=(12... 1)(1+1 ... m)(m+1 ... n) avec le groupe alternant G 
des substitutions des éléments a,b,c,d,e on obtient le groupe Sn, 
si n est pair, ou le groupe An, si ni est impair. 

Démonstration. La substitution (abd) fait partie du 
groupe G et on a ST=(a b+1 b+2 ... ¢ e+1 ... m l+11+2...b 
d+1d+2 ... ee+1... n m+1.… d a+1 112. a—1). 

Posons 


Se CU Dre e ed > 
1 2 ...1+0—b...1+m—l...1+m—l+-e—d...1 4 nt... n | 
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Il vient USTU-'=R=(1 2...n). 

Soit UGU—!=G,. G, est le groupe alternant des substitu- 
tions des éléments 1, 1+0—b, 1+m—l, 1+m—l+e—d, 1+n—b. 

La substitution R composée avec les substitutions de @, 
engendre un groupe isomorphe à celui que ST engendre avec les 
substitutions de @. Et comme D(6—b,m—l, m—l + e—d,n—l,n)= 
= D(l,ym—ln—-m,o—b,e—d)=1, il résulte du lemme 1, que R 
engendre avec les substitutions de G, le groupe G, ou le 
groupe An. Il en est donc de même de S et des substitutions 
de G, c. q. f. d. 


Lemme V. Quels que soient les nombres entiers n=5, 
l,m(1Kl<m<n) ainsi que les cing nombres entiers . a,b,c,d,e 
vérifiant les relations 1<a<l, 1+1<b<m, m+1<c<d<e<n, 
D(l,m—l,n—m,d—c,e—c)=1, en composant la substitution 

S=(12...0)(7-+1...m)(m+1...n) avec le groupe alternant G des 
substitutions des éléments a,b,c,d,e, on obtient le groupe Su 
si n est pair, ou Un, si n est impair. 


Démonstration. La substitution (abc) appartient au 
groupe G et on a ST=(a b+1 ... m U+1 ...°b 0-+1 ... d d+1 ...6 
e-+1...nm-+1 ... ca+1 ... 012 ... a—1). 


Posons 
m abti.. b se d e o 
Bi Ph EMER i NU S Are. 
ss c at f 
PNE n 


On a USTU~=R=(1 2...n), 
UGU-'=G, 


G, désignant le groupe alternant des substitutions des éléments 
1, 14+m—l, 1 +m d—0, 1+m—l+e—e, 1 ts et comme 


D(m—l, m—l+d—c,m—l+e—c,n—l, n)= 
= D(l,m—ln—m,d—c,e—0)=1, 


d’après le lemme 1, la substitution R engendre avec les sub- 
stitutions du groupe G, le groupe G, ou le Heure An, d’où 
résulte immédiatement notre lemme. 
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Lemme VI. Quels que soient les nombres entiers n>5, 
k,l,m(1<K<1<m<n) ainsi que les cing nombres entiers a,b,c,d,e 
vérifiant les relations 

1<a<k, k+I<b<I, 14+1<ce<m, m+1Kd<eKn, 
(k,l—k,m—l,n—m,e—d)=1, 
en composant la substitution 
S=—(1 2 … k)(% +1... b)(7 +1 ... m)(m+1 ... n) 
. avec le groupe alternant G des substitutions des éléments a,b,c,d,e, 
on obtient le groupe Sn, si n est impair, ou Wn, si nest pair. 

Démonstration. La substitution T= (a b c) appartient au 
groupe G, et on a ST=(a b-+1...0 k+1...b ¢+1... m b+... 
C41... % 12... 4—1) (m-+1 ... n). 

La substitution ST engendre avec les substitutions de @ 
le même groupe que S. Posons 


U= marla U e .a—lm++l...n 
ENI 2, LEE. emk mmtm ji 


On a USTU-'=R=(12 ... m)(m-+1 ...n) et le groupe 
U@GU™'=G, est le groupe alternant des substitutions des élé- 
ments 1,1+7—%,1+m—k,d,e. Et comme 
D(l—k,m—k,m,n—m,e—d)= D(k,|—k,m—l,n—m,e—d)=1, 
d’après le lemme II, en composant la substitution R avec les 
substitutions de G,, on obtient le groupe ©, ou le groupe An, 
d’où résulte notre dernier lemme. 

4. Notations. Quels que soient la substitution non iden- 
tique S du groupe G.(%.) de la forme (1 2...m,)(m,—+1m;+2...me).…. 
(Mile Mr), LK Ma Moon Mr iM =n, IKr<n, le 
cycle © d'ordre k>1 de S et les deux éléments a, b faisant 
partie de ce cycle, nous appelons distance entre ces deux élé- 
ments et nous désignons par le symbôle ab le plus petit nombre 
entier positif, tel que a+ab=b (mod. k). On a évidemment 
1<ab<k et ab+ba=k. 

Proposition I. Quels que soient le nombre entier n>9 et 
les cinq nombres 4a,b,c,d,e de la suite 1,2,...,n, la condition 
nécessaire et suffisante pour que les deux substitutions 
W=(12...n), T=(abcde) engendrent le groupe G,, si n est 
pair, ou le groupe W,, si n est impair, c’est que 


D (ab, ac, ad, ae,n)=1. 
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Démonstration. On voit immédiatement que si la con- 
dition énoncée n’est pas vérifiée, les substitutions § et T en- 
gendrent un groupe imprimitif et ne sauraient de ce fait con- 
stituer une base ni de ©, ni de Wn. La condition est donc bien 
nécessaire. Montrons qu’elle est suffisante. Soit 


*) D(ab, ac, ad, ae,n)=1. 


Nous pouvons toujours choisir les notations de fagon que a 
soit le plus petit des cinq nombres a,b,c, d, e. Il y a alors 24 cas pos- 
sibles quant à l’ordre de grandeur des nombres a,b,c,d,e, mais 
il suffit de traiter seulement deux de ces cas: I) a<b<e<d<e 
et IT) a<b<c<e<d, car tous les autres cas se ramènent à ces 
deux soit par itération de T soit par transformation de T au 
moyen de la substitution S. 

I. Supposons d’abord que a<b<c<d<e. 

Posons ab= k, Boks, 0d = kz, de= ky ea= ks. 

On a kh, + ky + ky + hy + hs=n. 

Les cas suivants sont alors & distinguer. 

1. Parmi les nombres kı, Kp, Ks, Kays il y en a un qui est 
plus petit que les quatre autres. Soit, p.ex. k, ce nombre. 

Ona T, =T- = (b b, Cy de), où bi, dye, sont quatre 
nombres de la suite 1,2,...,n, différents de a,b,c,d,e. Les deux 
substitutions T et T, engendrent, d’après le lemme I, le groupe 
alternant des substitutions des éléments qu’elles permutent, 
groupe qui contient le groupe alternant @ des substitutions 
des éléments a,b,c,d,e. Donc, d’après *) et le lemme 1, en 
composant S avec les substitutions de @, on obtient le groupe G,, 
ou le groupe An. Il s’ensuit que S,T et bien une base de Sn 
ou de Yn dans le cas considéré. . | 

2. Supposons maintenant que parmi les nombres k,, ka, ka, ka, Ks 
il y en a deux qui sont égaux entre eux et plus petits que les 
trois autres. Soit % la valeur commune des deux plus petits 
nombres. On a T,= ST -+= (abcde), où Aybi Cy yyy 
sont cinq nombres de la suite 1,2,...,n, dont deux appartien- 
nent à la suite a,b,c,d,e. D’après le lemme I, les deux sub- 
stitutions T et T, engendrent le groupe alternant des sub- 
stitutions des éléments qu’elles permutent. On en conclut, 
comme ci-dessus, que S, T est bien une base de ©, ou de Yn 
aussi dans ce cas. 
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3. Parmi les nombres ky, ka ka, kaks il y: en à trois qui sont 
égaux entre eux et plus petits que les deux autres. Soit & la 
valeur commune des trois plus petits nombres en question. 
Ona 

Ti=S'TS = (ab; de), 


OÙ Gy De Cu 9€, BODE cing nombres de la suite 1,2,...,n; dont 
trois font parti de la suite a,b,c,d,e. Donc, d’après le lemme I, 
T et T, engendrent le groupe alternant des éléments qu’elles 
permutent. Il s'ensuit que 8,T est une base de ©, ou de Wn. 

4. Parmi les nombres kı kz ks Kay sy il y en a quatre qui 
sont égaux entre eux et plus petits que le 5-me. Soit, p. ex., 
ki= k= kz=k;<k;. On a alors T= SET $-h=(bode6,), où e 
est un nombre de la suite 1,2,...,n, différent de a. Les deux 
substitutions T et T, engendrent, d’après la proposition 1, 
le groupe alternant des substitutions des éléments qu’elles 
permutent. Il s'ensuit que S,T est une base de ©, ou de An 
aussi dans ce cas. 

De *) et de la condition n>9, il résulte que l’on ne saurait 
avoir k= ka= ka= ka= k. Notre proposition est ainsi démontrée 
dans le cas I. 

II. Soit a<b<c<e<d. 

Posons ab= k, bo= ke, Od = kg, d= ky ea= ky. 

On a ky + hy + hg — hy + hy=N, Khy< hs et hy< ks. 

Ici il y a lieu de distinguer trois cas. 

1. Parmi les nombres k, ka kz Kgpks il y en a un qui est 
plus petit que les autres. Cela ne peut être que l’un des trois 
nombres k, kak, Soit k, ce nombre. Posons T= Sh T$-h= 
=(b by c de). 

Les cas suivants peuvent alors se présenter: 


a) cethe, d+k+a+n, 
b) c+k=e, d+k+a+n, 
c) c+kre, d+k=a+n, 
d) c+k=e, d+k,=a+n. 


Dans le cas a) aucun des éléments b,,c,4,e, n’appartient 
à la suite a,c,d,e, dans les cas b) et c) un seul élément parmi 
bi Cudi e, appartient à la suite a,c,d,e et, dans le cas d), deux 
éléments parmi b,,0,,d,,6, font partie du système a,c,d,e. Dans 
Rooanik Pol. Tow. Matem, T. XVIII, 3 
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tous les cas, d’après le lemme I, les deux substitutions T et T, 
engendrent le groupe alternant des substitutions des éléments 
qu’elles permutent. D’où il résulte, d’après *) et le lemme 1, 
que S, T est bien une base de Sn ou de Wn. Les cas où ka, res- 
pectivement k, est le plus petit des cinq nombres %,, ka, ka, ka, ks 
se traitent de façon tout à fait analogue. 

2. Parmi les nombres ky, kz, ka, ka k il y en a deux égaux 
entre eux et plus petits que les trois autres. 

Trois cas sont alors possibles: 


ka ko ky 
a) ki= ka ka D) k= Kk ks, 0) ka= ki ks. 
ks ks ks 


Envisageons d’abord le cas a). 
On a T,=SHTSTH—(b ¢ 6, d 61). Il peut arriver que 


C+ hy=E6, d+k+a+n, 
ou c+k—=e, d+k+a+n, 
ou c+ki+e, d+k=a+n, 
ou c+k=e, d+k=a+n. 


Dans les quatre cas, e+k,+d. 

Dans les trois premiers cas, T et T, engendrent le groupe 
alternant des substitutions des éléments qu’elles permutent, 
d’après le lemme I, d’où il s'ensuit, d’après la condition *) 
et le lemme 1, que S,T est une base de ©, ou de Wn. La raison- 
nement précédent ne s'applique plus dans le 4me cas. On 
a alors k= k,=ce=da<k, hy=ks= K+ ky. Soit k=l; comme 
nous avons supposé n>9, on a alors 4,26. Dans ce cas, 
T=(aa-+la+2da+3), TS—*= T, =(a+4a+5a+6a+3a+7) 
et les deux substitutions T et T, engendrent, d’après le 
lemme I, le groupe alternant des substitutions des éléments 
qu’elles permutent. On en déduit que S,T est une base de 
Gn ou de Wn. 

Supposons maintenant que a Alors, d’après la condi- 
tion *), kı et k, sont premiers entre eux. Donc, si l’on pose 
T,= BHT Sh (a,b,c dd), les nombres a,b,c,d, ne font pas 
partie du système a,b,c,e. Par conséquent, d’après le lemme I, 
T et T, engendrent le groupe alternant des substitutions des 
éléments qu’elles permutent. Il s'ensuit que S,T est une base 
de G, ou de Wn. 
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Passons maintenant au cas b). Posons T,=S4T$-h= 
=(bb,6,d,d). Les cas suivants sont possibles: 


c+k+e, d+k+at+n, 
c+k=e, d+k+a+n, 
c+kh+e, d+k=a+n, 
c+k=e, d+k=a+n. 


Dans tous ces cas, b+k—=b,+c. 

Dans les quatre cas, T et T, engendrent, d’après le lemme I, 
le groupe alternant des substitutions des éléments qu’elles 
permutent. Donc S,T est une base de ©, ou de Wn. 

Le cas ©) se traite de façon tout à fait analogue au cas b). 


3. Parmi les nombres k, Kg, sy Ka Ks il y en à trois qui sont 
égaux entre eux et plus petits que les deux autres. 


On a alors forcément k= ka= hy. 
5 


Posons T,= ShTS-h=(b cc, dy d). 
Les cas suivants sont alors possibles: 


c+kke, d+k+a+n, 
Cc+k=e, d+k+a+n, 
c+k+e, d+k,=a+n. 


Comme n>9, d’après la relation *), on ne saurait avoir 
cie et en même temps d+k,—=a+n. 

Dans les trois cas possibles, T et T, engendrent, d’après 
le lemme I, le groupe alternant des substitutions des éléments 
qu’elles permutent. Donc S,T est une base de G, ou de Wn. 

Nous avons ainsi épuisé tous les cas possibles et la propo- 
sition est démontrée. 


Corollaire. Quels que soient les nombres entiers n>9, m,>1, 
Mma>1, m >l, M>l, M>1 (m+ Mm+m +m m=n), la con- 
dition nécessaire et suffisante pour que les deur substitutions 
S=(12..n) T=(12...m)(m+1...m + me) (mm, + Mat 1... My + 
+ Ma + Mg) (My + Mg + Mg +1... M + Mat Mg + Ma) (Ma + Mg + Mg + 
+m, +l... Mm + Mg + Ms +m- ms) constituent une base du groupe 
Gn, si n est pair, ou du groupe An, si n est impair, c’est que 
D (m, Ma, Mg, May M) =1. 

3* 
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Démonstration. On a 
T18 =(m, m, + Ma m, -Ma + Ms My + Ma Ms + Mg My + Ma + Mg Ma + Ms). 


Les deux couples de substitutions §,T7 et S, 7-'§ engen- 
drent le même groupe et, d’après la proposition I, la condition 
nécessaire et suffisante pour que S,7-1§ soit une base du 
groupe ©, ou de An, c’est que 


D (Ma Mat Ma, Mg + Mag + My Mg Hm + My + Msn) =1. 


Or, D(a, My + May Ma + Ms + May Ma + Mg + Ma + Mg, n) = 
= D (M, Mas Mss Mags Mg), Ce qui démontre notre corollaire, 

Proposition IT, Quels que soient les nombres entiers n>9, 
m(l<m<n), ainsi que les cinq nombres a,b,¢,d,e de la suite 
1,2,...,n, dont deux sont Km(>m) et trois sont >m(<m), 
la condition nécessaire et suffisante pour que les deux substi- 


tutions 
S—(12...m)(m+1...n), 


T=(abcde) 


engendrent le groupe ©n, si n est impair, ou le groupe Wn, 
si n est pair, c’est que D(m,n—m,d,, gy l3)=1, dı désignant la 
distance entre les deux éléments du système a,b,c,d,e- qui 
sont <m(>m) et dy, d désignant les distances de l’un des 
trois éléments du système a,b,c,d,e qui sont >m(<m) aux 
deux autres. 

Démonstration. Si la condition enoncée n’est pas vérifiée, 
les deux substitutions © et T engendrent un groupe imprimitif. 
Cela ne saurait être ni le groupe ©, ni le groupe Wn. La con- 
dition est donc bien nécessaire. Montrons qu’elle est suffisante. 
Soit 
+) D(m,n—m, dy, da ds)=1. 

Désignons par a,,4, les deux éléments du système 4,b,c,d,e 
qui font partie d’un même cycle de $ et par az, as ds (Us a< ay) 
les trois autres éléments du système a,b,c,d,e qui appartien- 
nent au second cycle de S. Comme les deux couples de sub- 
stitutions §,7 et S,T-! engendrent le même groupe, il suffit 
d'envisager le cas où les trois. nombres 4,,4,4, se suivent par 
ordre de grandeur dans la suite a,b,c,d,e. 

Posons 430g = ki, Gt Kay G34= ky, gts ka, Gay = ks. 
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Si parmi les nombres kı, Ka Kg, kas ks il y en a un qui est plus 
petit que les quatre autres, ou deux égaux entre eux et plus 
petits que les trois autres ou encore trois égaux entre eux 
et plus petits que les deux autres, en désignant par k la valeur 
du plus petit ou des plus petits nombres en question, on 
a T= S**T += (ambadhe), yy Cid désignant cinq nom- 
bres de la suite 1,2,...,7 dont un, deux ou au maximum trois 
font partie du système a,b,c,d,e. D’après le lemme I, les deux 
substitutions T et T, engendrent toujours le groupe alternant 
des substitutions des éléments qu’elles permutent, groupe qui 
contient le groupe alternant @ des substitutions des éléments 
a,b,c,d,e. D’après *) et le lemme II, en composant la substi- 
tution S avec les substitutions du groupe G, on obtient le 
groupe ©, ou le groupe A,n. Il en résulte que S,T est bien une 
base de ©, ou de Wn. 

Supposons maintenant que parmi les nombres ky, Xa, Ks, kay kg 
il y en a quatre qui sont égaux entre eux et plus petits que 
le 5me. Désignons par k’ la valeur de ce dernier nombre et 
soit k la valeur commune des quatre autres. 

` Si k=1, comme n >9, on doit avoir k’ >5. Posons T,—S°TS—— 

= (a b, Cj de,). Si k’ est l’un des trois nombres ky, ky, ks, deux 
éléments du système a:,b,,@,d,e, font partie du système 
a,b,c,d,e. Leur nombre est égal à trois, si 4’ est l’un des nom- 
bres %,,kg. De toute façon, les deux substitutions T et T, en- 
gendrent, d’après le lemme I, le groupe alternant des substi- 
tutions des éléments qu’elles permutent. Il s'ensuit que S,T 
est une base de ©, ou de An. 

Sik>1, d’après *), k' est premier avec k. Posons.T,= S* TS—#— 
— (a, Dy c, d 6). Un seul des nombres 4,b,c,d,e fait alors partie 
du système a,b,c,d,e. Donc, d’après le lemme I, T et T, en- 
gendrent le groupe alternant des substitutions des éléments 
qu’elles permutent, d’où il résulte que S, T est une base de ©: 
ou de %, aussi dans ce cas. 

D’après *) et comme n>9, on ne saurait avoir kh, = ka= k= 
= k= ky. 

Notre proposition est ainsi démontrée. 


Proposition III. Quels que soient les nombres entiers. 
n>9, mi<m<n) et les cinq nombres a,b,c,d,e de la suite 
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1,2,...,n, dont un seul a<m(>m) et les quatre autres sont 
>m(<m), la condition nécessaire et suffisante pour que les 
deux substitutions S=(12... m)(m-+1 ...n), T—(abcde) 
constituent une base du groupe G, ou du groupe Wn, c’est que 
D(m,n—m,be, bd, be) =1. 

Démonstration. Pour prouver que la condition est né- 
cessaire, il suffit de remarquer que si elle n’est pas satisfaite, 
les deux substitutions S et T engendrent un groupe impri- 
mitif. Montrons que la condition est suffisante. Soit 


(#) D(m, n—m, be, bd, be)=1, 


Supposons, pour fixer les idées, que am. Il y a alors 24 
cas possibles, mais on voit sans peine qu’il suffit de traiter 
les deux cas suivants: I) a<b<c<d<e et II) a<b<c<e<d, 
tous les autres cas pouvant se ramener à ces deux par itéra- 
tion de T ou par transformation de T au moyen de la sub- 
stitution S. LA 

Dans les deux cas I et II, on a be—c—b, bd=d—b, be=e—b. 

Soit I) a<b<e<d<e, 

Les deux couples de substitutions §, 7 et T,$T engendrent 
le même groupe. Or, ST=R=(a b-+1...0 d+1...e 0+1...m12.. 
...4—1)(b 0-+1...d €+1...n m-+1...b—1). 

Posons 


MOTS. Cu ess e sE 

1 2 ...1+6—b...1+6—b4+6—d... 

aao POl b l'ait D 
..0—b+e—d+mitc—b+e—d+m...lit+e—b+m.… n ] 


7 


Il vient 
URU-1—R;,—=(12...c—b+e—d+m)(1+c—b+e—d+m.….n), 


UTU-1=(11+c—b+e—d+ml+c—b1+e—b+m 
1+c—b+e—d)=T.. 


Les deux couples de substitutions R,T et R,T, engen- 
drent des groupes simplement isomorphes et, d’après la proposi- 
tion II, la condition nécessaire et suffisante pour que R, T, 
soit une base de G, ou de An c’est que 


D(c—b+e—d+min—(e—b+e—d+m),ce—b,c—b+e—d,d—c)=1. 
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Or, 


D(c—b+e—d+m,n—(e—b+e—d+m),e—b,c—b+e—d,d—c)= 
—D(m,n—m,c—b,d—b,e—b)=1. 


Notre proposition est ainsi établie dans le cas I. 

Soit II) a<b<c<e<d. Ce cas ne se laisse pas ramener à la 
proposition II. Traitons le directement. 

Posons bo=k,, ce= ka, Ed = ks, db= ka. 

Si parmi les nombres m, Ky, ka ka, k, il y en à un plus petit 
que les quatre autres, ou s’il y en a deux égaux entre eux et 
plus petits que les trois autres ou encore s’il y en a trois égaux 
entre eux et plus petits que les deux autres, en désignant 
par k la valeur du plus petit ou des plus petits nombres du 
système a,b,c,d,e, on a 


T= STS = (41s ci die), 


Où Ay, C3 fyy€, sont cing nombres de la suite 12...n dont 
un, deux ou trois au maximum font partie du système a,b,c, d,e. 
Donc, d’après le lemme I, T et T, engendrent le groupe alter- 
nant des substitutions des éléments qu’elles permutent. Ce 
groupe contient le groupe alternant G des substitutions des 
éléments a,b,c,d,e et d’après le lemme IIT et la condition *), 
en composant S avec les substitutions du groupe @, on obtient 
lé groupe ©, ou le groupe Wn. Il s’ensuit que S,T est bien une 
base de G, ou de Wn. 

Supposons maintenant que quatre des nombres m, Kk, ka, ka, Ka 
sont égaux entre eux et plus petits que le 5me. Soit k la valeur 
commune des quatre plus petits nombres en question et soit %’ 
le 5me nombre >k. Si k—1, comme »>9, on a k’>5. Alors, 
si k'=m, on à Ty=S8*TS-*=(a+4bcde), et les deux substi- 
tutions T et T, engendrent le groupe alternant des substitu- 
tions des éléments qu’elles permutent, d’après la proposition 1. 
I s'ensuit que 8, T est une base de G, ou de Wn. Si k’ est l’un 
des quatre nombres k, ka ksk, ona T= 8*T$-*=(a by 0; d 61), 
Où b Ce, Sont quatre nombres de la suite m-+1,m-+2,...,n, 
différents de b,c,d,e. D’après le lemme I, T et T, engendrent 
le groupe alternant des substitutions des éléments qu’elles 
permutent. Il s’ensuit que S, T est une base de ©, ou de Wr ` 
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Soit &>1. Alors, comme D(m, n— m, be, bd, be) =1 = 
= D (m, ky, kas ka, k4), les deux nombres k et k’ sont premiers entre 
eux. Par conséquent la substitution T,= SYTS*— (as by 03 ly 69); 
OÙ dp, ba Ces dy Cy SONİ cing nombres de la suite 1,2,...,n, dont 
un seul appartient au système a,b,c,d,e. D’après le lemme I, 
T et T, engendrent le groupe alternant des substitutions ‘des 
éléments qu’elles permutent. Donc 8,T est une base de ©, 
ou de Ùn aussi dans ce cas. 

D’après la relation *), comme n>9, on ne saurait avoir 
M == ky = ka= k= ky. 


Notre proposition est ainsi démontrée. 


Proposition IV. Quels que soient les nombres entiers n >9, 
l,m(1<l<m<n) ainsi que les cinq nombres a,b,c,d,e de la suite 
1,2,...,n, dont un au moins appartient à chacun des trois 
intervalles <1,0>, <U-+1,m>, <m-+1,n>, et dont trois appartien- 
nent à l’un de ces intervalles, la condition nécessaire et suffi- 
sante pour que les deux substitutions 


S=(1 2...0)(U-+1... m)(m+1...n), T=(abcde) 


engendrent le groupe G,, si n est pair, ou le groupe An, si n 
est impair, c’est que D (l, m—l,n—m,d,, d,)=1, d, et d désignant 
les distances de l’un des trois éléments du système a,b,c,d,e 
qui appartiennent à un même cycle de la substitution S aux 
deux autres. 


Démonstration. On voit.immédiatement que la condition 
est nécessaire, puisque, si elle n’est pas satisfaite, les deux 
substitutions § et T engendrent un groupe imprimitif. Mon- 
trons qu’elle est aussi suffisante. Soit 


*) D(I,m—l,n—m,d,d;)=1. 


Comme les deux couples de substitutions S,T et S,T-1 engen- 
drent le même groupe, il suffit de traiter le cas où les trois 
éléments du système a,b,c,d,e qui font partie d’un même 
cycle de S se suivent dans l’ordre de leurs grandeurs crois- 
santes dans la suite, a, b,c,d,e. Désignons par ay, aa, ag (dy < aa< aa) 
ces trois éléments et soient a,,a; les deux éléments restants 
de’ la suite a,b,c,d,e. Supposons, pour fixer les idées, que les 
trois nombres 4,,4,,4; appartiennent à l'intervalle <m<+1l,n). 
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POSODS 4143 = Ky, Agl3= ka, gd, = kz. 

Supposons d’abord que parmi les nombres l, m— l, k,, ke, ka 
il y en a un qui est plus petit que les quatre autres, ou bien 
qu’il y en a deux égaux entre eux et plus petits que les trois 
autres ou encore qu’il y en a trois égaux entre eux et plus 
petits que les deux autres. 

Soit k la valeur du plus petit ou des plus petits nombres 
du système l,m—l, kı, kg, kg. Posons Ty = SEP S-*= (abie de). 
Alors a, b1, C1, 0,6, sont 5 ombres de la suite 1,2,...,n, dont un, 
deux ou au maximum trois font partie du système a,b,0,d,e. 
Les deux substitutions T et T, engendrent donc toujours, 
d’après le lemme I, le groupe alternant des substitutions des 
éléments qu’elles permutent. Ce groupe contient le groupe 
alternant @ des substitutions des éléments a,b,c,d,e. D’après *) 
et le lemme V, en composant S avec les substitutions de G, 
on obtient le groupe G, ou le groupe Wn. Il s’ensuit que S,T 
est bien une base de ©, ou de Wn dans ce cas. 

Supposons maintenant que parmi les nombres l, m—l, k,, ka, ks 
il y en a quatre égaux entre eux (soit k leur valeur commune) 
et plus petits que le 5me, K’. 

Si k=1, comme n>9, on doit avoir %'>5. 

Si k’ est l’un des trois nombres ky, kaka, on à Ty = T83 = 
= (4, bc de;) où parmi les nombres 4a,,b,,c,d,,e, figurent 
seulement les éléments a, et a; du système a,b,c,d,e. Donc, 
d’après le lemme I, T et T, engendrent le groupe alternant 
des substitutions des éléments qu’elles permutent. Si k’ est 
l’un des deux nombres 7 ou m—l, en posant encore T = S T83 = 
=(@ Dy Cy die), nous pouvons affirmer que les deux cycles 
(a bi die) et (abcde) ont quatre éléments consécutifs 
identiques et ne diffèrent que par leurs cinquièmes éléments. 
Donc, d’après la proposition 1, les deux substitutions T et T, 
engendrent le groupe alternant des substitutions des éléments 
qu’elles permutent. Dans les deux cas, il résulte de *) et du 
lemme V, que S,T est une base de Sn ou de Yn. 

Soit &>1. Alors, d’après *), k’ est premier avec k, et si 
Pon pose T,—S*TS-"—(ab;c.de), un seul des cinq nom- 
bres dı, Dy, 01, dy 6, appartient au système a, b,c,d,e. Donc, d’après 
le lemme I, T et T, engendrent le groupe alternant des substi- ` 
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tutions des éléments qu’elles permutent, d’où il résulte que 
S,T est bien une base de G, ou de Wn aussi dans ce cas. 

D'après *) et comme n>9, on ne saurait avoir Ky = ka= k= 
=k ,=h,. 

Notre proposition est ainsi démontrée. 

Proposition V. Quels que soient les nombres entiers 1 >9, 
l,m(1Kl<m<n) ainsi que les cinq nombres a,b,c,d,e de la 
suite 1,2,...,0, dont un au moins appartient à chacun des 
trois intervalles <1,0>, &+1,m}, <m-+1,n>, deux de ces inter- 
valles contenant chacun deux nombres du systéme envisagé, 
la condition nécessaire et suffisante pour que les deux substi- 
tutions §=(1 2...0)(7+1...m)(m-+1...n), T=(abcde) engen- 
drent le groupe G,, si n est pair, ou le groupe An, si n est 
impair, c’est que D(l,m—l,n—m,d,,d;)=1, d{i=1,2) désignant 
la distance entre les deux éléments du système a,b,c,d,e qui : 
font partie d’un même cycle de S. 


Démonstration. Si la condition n’est pas vérifiée, les 
deux substitutions S et T engendrent un groupe imprimitif. 
Donc la condition énoncée est nécessaire. Montrons qu’elle est 
suffisante. Soit 
ed) D(b, m—l, n—m, dy, dg) =1. i 

Supposons, pour fixer les idées, qu’un seul élément du 
système a,b,c,d,e appartient à l'intervalle <1,0> et soit a, cet 
élément. Désignons par a,,4; les deux éléments du système 
a,b,c;d,e qui font partie de l'intervalle <l+-1,m> et par a,a, 
les deux éléments dudit système qui appartiennent à Vinter- 
valle <m-+1,n). M RK A 

Posons 4403 = Ky, Ugg = ka, Agay = kz, Qty = ka. 

Si parmi les nombres l, k,, ka ka, ka il y en a un qui est plus 
petit que les quatre autres, ou s’il y en a deux ou trois égaux 
entre eux et plus petits que les autres nombres de ce système, 
si Pon désigne par k la valeur du plus petit ou des plus petits 
nombres en question et si Pon pose T,—S*TS—*—(a,b,c de), 
les deux systèmes 4, bi, C1 di6, et a,b,c, d,e ont un, deux ou au 
maximum trois éléments communs. Donc, d’après le lemme I, 
les deux substitutions T et T, engendrent le groupe alternant 
des substitutions des éléments qu’elles permutent, groupe qui , 
contient le groupe alternant @ des substitutions des éléments 
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a,b,c,d,e. D’après *) et le lemme IV, en composant 8 avec 
les substitutions de G, on obtient le groupe G, ou le groupe Wn. 
Donc &,T est bien une base de ©, ou de Wn. 

Supposons maintenant que parmi les nombres l, ki, ka, ka; ka 
il y en a quatre qui sont égaux entre eux et inférieurs au 5me. 
Si la valeur commune des quatre nombres égaux entre eux 
est 1, le 5me nombre &’ est alors >5. Si k=l, posons T = STS—?— 
= (a bı 6 d\e,). Les deux cycles (4, bıcı dıe) et (abcde) 
ont alors quatre éléments consécutifs identiques et ne diffèrent 
que par leur 5mes éléments. Les deux substitutions T et T, 
engendrent donc, d’après la proposition 1, le groupe alternant 
des substitutions des éléments qu’elles permutent. On en dé- 
duit sans peine que S,T est une base de ©, ou de Wn. 

Si k’ est l’un des quatre nombres Ky, ke, ka, ka; posons encore 
T, =T= (abide). Les deux systèmes aybi Cy dye, et 
a,b,c,d,e ont, dans ce cas, trois éléments communs. Donc les 
deux substitutions T et T, engendrent, d’après le lemme I, 
le groupe. alternant des substitutions des éléments qu’elles 
permutent, d’où il découle que 8, T est une base de ©, ou de Wn. 

Si la valuer commune k des quatre nombres du système 
a,b,c,d,e qui sont plus petits que 4’ est >1, d’après *), k et k’ 
sont premiers entre eux et, par suite, si l’on pose, T,= S¥TS-* = 
=(4,b, 6 die;), un seul nombre du système @, bı, Cde, ap- 
partient à la suite a,b,c,d,e. Donc T et T, engendrent, d’après 
le lemme I, le groupe alternant des substitutions des éléments 
qu’elles permutent et, p. c., S, T est bien une base de ©, ou de Wn. 

D’après *), comme n >9, on ne saurait avoir l= kı =k =k; =k4. 

Notre proposition est ainsi établie. 


Proposition VI. Quels que soient les nombres entiers n>9, 
k,l,m (1<k<1<m<n) ainsi que les cinq nombres a,b,c,d,e de 
la suite 1,2,...,n, dont l’un au moins appartient à chacun 
des intervalles <1,k>, <k+1,1», +1,m), <m-+1,n>, la con- 
dition nécessaire et suffisante pour que les deux substitutions. 
S=(12...k)(k+1...1)(1+1...m)(m+1...n), T=(a b cd e) consti- 
tuent une base du groupe G,, si n est impair, ou une base du 
groupe Wn, si n est pair, Cest que D(k,l—k,m—l,n—m,d)=1, 
d désignant la distance entre les deux nombres du système 
a,b,c,d,e qui appartiennent à un même cycle de S. 


44 S. PICCARD 


Démonstration. On voit immédiatement que la condition 
énoncée est nécessaire, car si elle n’est pas satisfaite, les deux 
substitutions S et T engendrent un groupe imprimitif. Mon- 
trons qu’elle est suffisante. Soit 


(@) D(k,l—k,m—1l,n—m,d)=1. 


Supposons, pour fixer les idées, que les deux nombres du sy- 
stème a,b,c,d,e qui font partie d’un même cycle de S sont >m.. 
Désignons par a;,a; ces deux nombres et soient &,@s43 les 
trois nombres du système a,b,c,d,e qui font partie respecti- 
vement du ler, du 2d et du 3me cycle de S. 

Posons 4,4;= kı, 4;04= ks. Si parmi les nombres k,1—%,m—l, 
ki kg il y en a un qui est le plus petit, ou s’il y en a deux ou 
trois qui sont égaux entre eux et plus petits que les autres, 
désignons par kọ la valeur du plus petit ou des plus petits 
de ces nombres et posons P,=S%P$-*=(4,b,0,d,6;). Alors 
les deux ensembles a,,b;,c,d,,e, et a,b,c,d,e ont un, deux ou 
au plus trois éléments communs. Les deux substitutions T et T, 
engendrent donc, d’après le lemme I, le groupe alternant des 
substitutions des éléments qu’elles permutent, groupe qui con- 
tient le groupe alternant @ des substitutions des éléments 
a,b,c,d,e. D'après *) et le lemme VI, en composant 8 avec 
les substitutions de G, on obtient le groupe ©, ou le groupe Wn. 
Donc les substitutions S,T constituent bien une base de ©, 
ou de Wn. 

Supposons, à présent, que parmi les nombres k,l—k,m—l, ky, ka 
il y en a quatre qui sont égaux entre eux (désignons par k, 
leur valeur commune) et plus petits que le 5me, que nous 
désignons par k’. 

Si k=l, on a k'>5. Posons T,= 8°T/§-*=(a,by0, 06). 
Si k’ est l’un des deux nombres kı, ka les deux systèmes de 
nombres a,b,,0,d,,e, et a,b,c,d,e ont trois éléments communs. 
Donc, d’après le lemme I, les deux substitutions T et T, en- 
gendrent le groupe alternant des substitutions des éléments 
qu’elles permutent. 

Si k’ est l’un des nombres k,l—4, mn, les deux cycles 
(db: C1di5e) et. (a,b,c,d,e) ont 4 éléments consécutifs iden- 
tiques et ne diffèrent que par leurs 5mes éléments. Donc, 
d’après la proposition 1, T et T, engendrent le groupe al- 
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ternant des éléments qu’elles permutent. Il en résulte que 
S,T est une base de Sn, ou de Wn. 

Si k,>1, d’après *), les deux nombres kọ et k’ sont pre- 
miers entre eux. Posons T,—S"TS—*"—(a.,b,cde,). Les deux 
ensembles 4,,b,,c,d,,e, et a,b,c,d,e ont alors un seul élément 
commun. Donc, d’après le lemme I, les deux substitutions 
T et T, engendrent le groupe alternant des substitutions des 
éléments qu’elles permutent. Il s’ensuit que S,T est une base 
de ©, ou de %, aussi dans ce cas. 

D’après *), comme n>9, on ne saurait avoir k=l—k= 
=m—l= k= ka. 

Notre proposition est ainsi établie. 


Proposition VII. Quels que soient les nombres entiers 
n>9, 7,k,l,m (IKj<k<l<m<n) ainsi que les cinq nombres 
entiers a,b,c,d,e dont un et un seul appartient à chacun des 
cing intervalles <1,j>, Gj +1, k>, k+1,1», +1, m>, <m+1,n), 
la condition nécessaire et suffisante pour que les deux substi- 
tutions 


S=(12...5)(j-+-1...%)(%-+1...0)(0+1...m)(m -+1...n), T=(abcde) 


constituent une base du groupe G,, si n est pair, ou du groupe 
Un, si n est impair, c’est que D(j,k—j,!—k, m—l,n—m)=1. 


Démonstration. On voit immédiatement que la condition 
est nécessaire, car si elle n’est pas satisfaite, les deux substi- 
tutions S et T engendrent un groupe imprimitif. Montirone 
qu’elle est suffisante. Soit 


(*) D(j,k—j,l—k,m—l,n—m)=1. 
Supposons, pour fixer les idées, que 
1<a<ÿ<b<k<eLI<A<m<e<n. 
Les deux couples de substitutions S,T et T,ST engendrent 
le même groupe. 
On a ST=(a b+1...kj+1...b0+1...0%+1...6d+1...mb-+1.., 


..0e+1...nm-+1...¢a-+1...j12...4—1). 
C’est une substitution circulaire. Posons 


ER SRE b 2 TC TS UE re Fa) 
1 2 ..1+k—ÿ..1+1—5j.1+m—j.l+n—5. n J 
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Il vient USTU-t= rE .n) 
UTU-1=T,—=(11+Kk—j1+1— Emeline) 


Les deux sue de substitutions ST, T et R, T, en- 
gendrent des groupes simplement isomorphes. Et, comme 
D(k—j,l—j, m—j, n—j, n) = D(j, k—ÿ,1—k, m—l, n—m)=1, 
d’après la proposition I, les deux substitutions R et T, en- : 
gendrent le groupe G,, ou le groupe An. Il en est donc de même 
de SE C. q. td. 


Definitions. Désignons par 1,2,...,n les éléments d’une 
substitution de degré n. 

Nous dirons que deux substitutions S$, T du groupe G.(4;) 
sont connexes s’il n'existe aucun vrai sous-ensemble E, de 
l’ensemble E={1,2,...,n} qui est transformé en lui même aussi 
bien par la substitution © que par la substitution T. 

Nous dirons que deux substitutions connexes S,T du groupe 
Gn(Hn) sont mprimitives s’il existe une décomposition de l’en- 
semble E en w>1 sous-ensembles, disjoints deux à deux, 
E, By «oy By (E = E+E +... + By), comprenant chacun un 
même nombre »>1 d’éléments, la substitution & aussi bien 
que la substitution T-transformant tout ensemble FE; en un 
ensemble E; (IKiKu,1Kj<p). Dans le cas contraire, nous 
dirons que les deux substitutions S et T sont primitives. 

Les propositions I-VII peuvent être résumées en une seule, 
Savoir: 

Quels que soient le nombre entier n>9 et les cinq nombres 
a,b,c,d,e de la suite 1,2,...,n, la condition nécessaire et suffi- 
santes pour que deux substitutions connexes $ et T du groupe 
Gn(Wn), dont l’une T= (abcde), constituent une base du 
groupe Sn(Wn), c’est qu'elles soient primitives. 


SUR LES INTEGRALES BORNEES DES EQUATIONS 
DIFFERENTIELLES 


Par Z. BUTLEWSKI, Poznań 


§ 1. Dans cet article je m’occupe des intégrales bornées 
d’équation différentielle du second ordre non linéaire 
a) SPOF Z'anmtbest=0, 
i=0 
où les coefficients Ası(t) (i=0,1,...,m), O(t) sont des fonctions 
continues, dérivables et positives de la variable réelle t pour t>t,>0. 
Selon KNESER !) si les coefficients de l’équation (1) sont 
des fonctions continues et positives pour t>t,>0, toute inté- 
grale est oscillante pour les grandes valeurs de t, c.-à-d. possède 
une infinité de zéros positifs. 


Dans mon article?) j'ai démontré le théorème suivant: 
Considérons l'équation différentielle 


d 


Spo %|+-AwWe=—0, 


où les coefficients A (t), O(t) sont des fonctions continues, dé- 
rivables et positives de la variable réelle t pour t>t,>0. Si 
nous supposons que (4:60) >0 pour t>t,, toute intégrale x(t) 
est bornée lorsque t—>—+co, Dans le § 2 nous obtenons le ré- 
sultat analogue pour l’équation (1): si (4110) >0 (i=0,1,,...,m) 
pour 421,0, toute intégrale w(t) de l’équation (1) est bornée 
lorsque t—> +00, 


1) A. Kneser, Untersuchungen über die reellen Nullstellen der Integrale 
linearer Differentialgleichungen, Mathematische Annalen, t. 42, 1893. 

2) Z. Butlewski, Sur les intégrales d'une équation différentielle du 
second ordre, Mathematica, Cluj 1936. 
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Dans le $ 3 nous appliquons le résultat du § 2 à Péquation 
différentielle 


(2) ofo E a+ Beta, 
où les coefficients DROE B(t) (i=0,1,...,m) sont des fonctions 
continues et Azxyalt) (i=0,1,...,m) sont positives et dérivables 
pour t >t, >0. 

Dans le § 4 nous obtenons les conditiones suffissantes pour 
que toute intégrale w(t) de l’équation différentielle 


a (e= ga Pote (a) = }+ 


d d d 
(8) +450 TE eg (6: 5) Ie E 
d{, dw d 
tegeg +A (40) +410 él 


[les coefficients A; (i—0,1,...,n—1), 0; (i=1,2,...,n—1) et f sont 
des fonctions continues de la variable t pour t>t,>0] et leurs k 
prémièrs dérivées æ'(t),æ''(t),.….,æ@(t) (k=—1,2,...,n) soient bor- 
nées lorsque £—>—+-00, 


$ 2. Désignons par tta ...tn... les Zéros plus grands que t, 
d’une intégrale w(t) de l'équation différentielle (1) (to<tı<ta<..). 

Nous démontrerons que si 0(t)>0 et Aa;+1(t)>0 (i==0,1,2,...,Mm), 
chaque intervalle (tn,tn41) contient un zéro et un seul de la 
dérivée w'(t). | 

En effet, d’après le théorème de ROLLE il y a dans l’inter- 
valle (f:,t111) un zéro au moins de la dérivée »’(t). Si cet inter- 
valle contenait deux Zéros Tr, Tn+1, ON aurait: 


(Ox Jie =0 où (02°), 0. 


D’après le théorème de ROLLE il existerait un point 
Ta (tn <Tn<tn+1) où (0x')r,=0. D’après (1) on aurait alors 
la relation 


Ê D) Aust) =}, 
0 t 


= 7 
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qui entraîne l'égalité w(P,)=0. Or c’est imposible, car les 
ZÉTOS tnytn+1 SONb consécutifs. 

Désignons par Zn (tn <2n<fnt1) le zéro de la dérivée æ'(t) 
et posons pour abréger: 


Sa tn ar tny 


2 
Un=— 0 Ault) 0(8)= Alt). 
n+1™'n 


En multipliant 1’équation différentielle (1) par 207’ et en 
intégrant légalité obtenue par parties entre les limites a et b 
on obtient l'équation 


02(b)æ'2(b)—02(a)x'?(a) +3 pw i+2 (b) 


242 242 
— 2i#1 ( (0 bi lé =O 


Si w(a)=w(b) on peut écrire légalité (2) sous la forme 
suivante: 


(4) 


(5) 02(b)æ'2(b)—6(a)æ'?(a fl 1 (pitt) 2+ q)] dt. 


a i=0 


Si a est un point de l'intervalle (tn,2n), b un point de I’inter- 
valle (2n,tn+1) et si 424150 (i=0,1,2,...,Mm) dans (tnytn+-1)y le se- 
cond membre de l'égalité (5) est manifestement positif; il 
résulte que 


(6) |9(b) w'(b)|>|0(a) 2'(a)l. 


Si de plus 0’<0 on aura |w'(b)|>|w'(a)| et en particulier 


(7) |æ" (tn+1)|> |w'(tn)l, 
il est donc évident que 

j _ tnt tnt 
8 ME A n 
(8) Pre er . 


Si 4%44<0 (i=0,1,2,...,m), 0'>0 les inégalités (6), (7), (8) 
sont remplacées par des inégalités contraires. 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII. 4 
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Posons maintenant dans (4) a—2», D=2n+1 nous aurons 


DAT (en41) 2841) — Azian) 2272(2n)] i = 


(9) a Zn+1 
m E Px Sir ea grian a 


En posant pour ip D (2n)= ny L(2n+1)=%n+1 ajoutons 
aux deux membres de HBR (9) la 


5 forpa (n) A 5 =y 


i=0 
le résultat peut s'écrire: 


. hr) ft z = 
(10) D [pit pete] + Loti atti) ]dt=0. 


L’égalité (10) est évidemment imponible si 424150 (i=0,1,2,..., m) 
dans Vintervalle (Zn, Zn+1) et si 7, ,>2,. Soustrayons maintenant 
des deux membres de légalité (9) la quantité 


m ii 
D haita (enpi) att? JEET 


i=0 


il vient: 


2 Route) EE — Aer i 


T A 
+ f D [0t wi2(t)]dt—0, 
+1" 
zn i=0 
égalité imposible si 42410 (i=0,1,2,...,m) dans Vintervalle 
(en2n41) et si |Pr+i|<|wn. 

En résumé nous pouvons énoncer la proposition suivante: 

Théorème I, a) Si (Az410) <0 (i=0,1,2,...,m) pour t>to 
les suites 


(11) 


PF? 


VS Ai (Zn) 0 (zn) ງ et {10 (tn) w'(tn)l} 


sont décroissantes, tandis que la suite {|w,|} est croissante; si de 
plus 0'>0 la suite {|x'(t,)}} est décroissante et u,<0. 
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p) Si (4210) >0 (i=0,1,2,...,m) pour t>t, les suites 
aid 


Fas (2n) 0 (2n) = PE et  {|0(tn) @'(tn)l} 


sont croissantes tandis que la suite {|w,|} est décroissante, l’inté- 
grale w(t) est donc bornée lorsque t—>+-00; si de plus 0'<0 la 
suite {lx'(t:)l} est croissante et u,>0. 


$ 3. Considérons maintenant l’équation différentielle 


(2) D +B + D Aniya (tat 


i=0 


En multipliant l’équation (2) par e/® 4 on obtient l'équation: 


À RL lt Ua B(t) dt x Aus (Hatt 


(12) i 


dt 


i=0 


L’équation (12) est du même type que l’équation (1), on 
peut donc appliquer à l’équation (12) le théorème I. On obtient 
ainsi la proposition suivante: 


Théorème II. a) Si A5r1+2421B<0 (i=0,1,2,...,M) 
pour t>t, les suites 


Î° Bat 2142 7 Bdt 
2 Arlen)” gya) A (sl) 


sont décroissantes, tandis que la suite {|æn|} est croissante; si de 
plus B20 la suite {|w'(t,)|} est décroissante et u,<0. 
p) Si Asir1+24211B>0 (i=0,1,2,...,m) pour t>t, les suites 


f” Bdt 24° B dt 
S Austen) é - te et {Ke Jr, |z'(tn)l} 


sont croissantes, tandis que la suite {|x.l} est décroissante, Vinte- 
grale w(t) est donc bornée lorsque t-—>-+co; si de plus BO, la 
suite {|x'’(t:)|} est croissante et ur >0. 

Corollaire, Si Ai41>0, A241>0 (i=0,1,2,...,m) et B>0 
pour t>t,, toute intégrale oscillante de l'équation (2) est bornée 
lorsque t—>+ 00, 

4* 
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§ 4. Soit donné un système des équations différentielles 
r $ 
ນ +411 Di + Que Da + + Qin n= fy 
9 dws 
(13) q 0t aa Pa +... + on B= fa) 


dan 
3 + Oni Pi + Anz Pg + + Onn Pn™= fn 


où les coefficients ax (i,k=1,2,...,,%) et f, (i=1,2,...,7) sont 
des fonctions continues de la variable réelle ¢ pour 24,0. 
Dans mon article ®) j’ai démontré le théorème suivant: Si 


i lault)|ãt<+00, I lan (t)+an(t)|di<+00 et x AE) < +00 
G=L2,.. pM), (dy k=1,2,. ED: 


toute intégrale x,(f),æa(t),.…,æn(t) du système (13) est bornée 
lorsque {—>--0o, 

Considérons l’équation différentielle (3). En supposant que 
les coefficients 0, (i—1,2,...,n—1) ne s‘annulent pas pour 
t>t,>0, on peut remplacer l'équation (3) par le système des 
équations différentielles: 


dæ „— 
T 0; 'y,=0, 
dy, = 
E h n=O, 

iA ed EE 
dy, oy =F) 

dt n—1Y n—17 ~? 
zi 

2 : 


te A, y= f. 
Le système (14) est du type (13). En appliquant le théorème 
cité ci-dessus au système (14) nous obtenons le 


3) Z. Butlewski, O calkach rzeczywistych równań różniczkowych zwy- 
czajnych, Wiadomości Matematyczne, t. 44, Warszawa 1937. 
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Théorème III. Si 


S19 1at<+00 (i—1,2,...,n—2), 
k 


A f lad t<+o, 
1 
1 [A107 dt + oo (i=1,2,...,1—3,n—1), 


i (Anon +0 it<+oo et | |flt<+oo, 
to 


alors toute intégrale x(t),y,(t),y,(t),.…,y, .(t) du système (14) est 
bornée lorsque t—-+co. 

Remarque 1. On peut remplacer les conditiones (W,) par 
des conditiones plus simples mais moins générales: 


[ler dt<+oo (i=1,2,...,1—1), 
to 

f 4b '|lt<-+ co (i=1,2,...,1—1), 
to 


f At<+00 et f Ifllt<+co. 
to to 


Remarque 2. Il résulte de théorème III que si les condi- 
tiones (W,) sont remplies, toute intégrale a(t) de l’équation 
différentielle (3) est bornée lorsque t—> -}-co, 

D’après (14) on a 


dæ AS 
U = (0; ນ) 


dx 3 
Fe = p,(0, 50,057 +19 Y2) 
i n—1 
er 7 OE (CT) OUTE Os 50, 7,0 Fe NE 


—1 

30% 2 . ; Ei SYY Yn —1)9 
d'z —1 ' (RD , (n—2) 
— =p, 1007.50) 510: 10,505 CS “co 


ss OE ORE YW gs 9 Yn Yai) 
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où les fonctions w, (k=1,2,...,n) sont des polynomes des va- 
riables 6% y, et des leurs dérivées. Si toutes les variable qui 
figurent dans ces polynomes sont bornées, alors les polynomes 
sont bornés. 

En tenant compte du théorème III et des formules (15) 
nous pouvons donc énoncer le 


Théorème IV. Si les conditiones 


[187 dt +00 (i=1,2,...,n—2), 
i 


f LA dt<+co, 


to 
(W3) oo 
fA '|t<+00 (i=1,2,...,1—3,n—1), 
to h 


Jn-0na+0nldt<+oo ef lfdt<+c0 
to to 


sont remplies et si les valeurs absolues des fonctions 


O O OE ORE; 
01 p03 ,.….,0x 15 
(W;) Oey ws 44D 
0 0: 
09 


sont bornées pour t>t,>0, alors toutes les intégrales w(t) de l’équa- 
tion différentielle (3) et leurs k prémièrs dérivées: æ’ (t), æ" (t)... ®t) 
(k=1,2,...,n—1) sont bornées lorsque it +oo, 

Si les conditiones (W,) et (Wa) (dans W, on pose k=n et 
0,=1) sont remplies et si de plus les valeurs absolues des fonc- 
tions A; (i=0,1,2,...,n—1) et f sont bornées pour 121,0, alors 
toute intégrale w(t) et ses n prémièrs dérivées sont bornées lorsque 
t—> + oo, 


THÉORIE DES MULTIPLICITES REGULIERES 
D'ÉLÉMENTS DE CONTACT UNIS. APPLICATION 
AUX TRANSFORMATIONS CANONIQUES 


Par TADEUSZ WAZEWSKI, Krakow 


Notations. Les indices des fonctions et des variables in- 
dépendantes seront placés en haut de la lettre. Nous écrirons 
donc w'(uf,...,W”) au lieu d’écrire 7;(%1, ---, Un). Nous adoptons 
les notations usuelles 


dm (ut, ..., WT) 
i 1 M\— use A RER 
Tyu su )= Qui 9 fuut = dud du 


Une fonction f(ut,...,U™) sera dite être de classe Ci (ou 
de classe 0°) dans un ensemble Æ de points (u!,...,W), lors- 
qu’elle y possède des dérivées partielles continues d’ordre à 
(ou de tous les ordres). Si i<j alors toute fonction qui est de 
classe C/ dans E est évidemment aussi de classe 0’ dans E. 


Introduction 


Avant d'indiquer le but et de résumer les résultats du 
présent travail), nous croyons utile de préciser le sens de 
quelques notions intervenant dans la suite, ce qui permettra 
d’éviter des confusions possibles. 

Tout plan situé dans l’espace de points 


De AS 
plan non parallèle à l’axe S et passant par le point 
(1) De. DL 8 


1) Les résultats du §1 et du §2 du présent travail ont été communiqués 
à la Société Polonaise de Mathématique (section de Cracovie) le 20.X.1937. 
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est représenté par l’équation 


(2) S—s= j'y (X'— a) 

iji 
où les nombres y!,... y” désignent les coefficients angulaires 
de ce plan. Le couple de deux objets géométriques et notam- 
ment du point (1) et du plan (2) est appelé élément de contact 
ou tout court élément. Les 2n+1 nombres figurant dans la suite 


(3) Ch OES 


constituent les coordonnées de cet élément. 
Considérons une multiplicité M d’éléments dépendant de m 
paramètres u!,...,W” 


g= w (ut, e., WT) 


(4) y= y'(U', ..., U) 
EAH) 


} (=1 man) 


et supposons que les fonctions æi, yi, $ soient au moins de 
classe C? dans un voisinage d’un point U= (u4, ..., um). Nous 
dirons que cette multiplicité est régulière au point U, lorsque 
le rang de la matrice jacobienne 


(5) | D(0,...,0,8,Y1,..5Y™) 
D(u,..., 4) 


est égal à m (c.-à-d. au nombre des paramètres (ut, ..., w”) dans 
un certain voisinage de Ut). Dans le cas contraire on dit 
que la multiplicité (4) est singulière au point U, On dit que 
la multiplicité M est une multiplicité d'éléments (de contact) 
unis dans un ensemble FE de points (w1,.….,w") lorsque l’équation 


(6) ds(ut,.…,ur)= Sy! lu, UT) dot (Ut, .,., U) 
if 


ou, ce qui revient au même, le système d'équations 


n 


(6 bis) Syi= D YD j 
ii 


est rempli en tout point de l’ensemble F. 


1) Ca veut dire que la matrice.(5) contient au moins un déterminant 
non nul d’ordre m. On dit, dans ce cas, que les paramètres ut,.. um sont 
essentiels au point U,. 


THEORIE DES MULTIPLICITES 57 


Nous supposons dans la suite que (4) représente une multi- 
plicité d’éléments unis. Le rang de la matrice (5) est alors 
égal, en raison de (6bis) au rang de la matrice 


7 poses 


en tout point de FE. 
La multiplicité ponctuelle 
Hu race (1=1,.:,n) 
AE ae) 


(8) 


est appelée support ponctuel de la multiplicité d’éléments unis (4). 
Le rang de la matrice jacobienne 


IDA 7,208) 


(9) | 


D (ul, ..., ut) 

est égal (cf. 6bis), en tout point de F, au rang de la matrice 
D(w',...,0°) || 

Fa Ese 


On donne généralement une méthode bien simple +) (nous 
l’apellerons méthode usuelle) de la construction de la solution gé- 
nérale de l’équation (6). Nous allons montrer que cette méthode 
ne peut pas fournir toutes les solutions régulières de l’équa- 
tion (6) qui sont valables dans un voisinage suffisamment 
petit de Uo. 

La condition nécessaire pour qu’une multiplicité d'éléments 
unis de la forme (4) puisse être obtenue au moyen de la mé- 
thode usuelle dans un voisinage de U, consiste en ce que le rang 
de la matrice (10) soit le même pour les points d’un certain voisi- 
nage du point Up . 

Or il est facile de construire (cf. § 6, Exemple 1) un exemple 
d’une multiplicité d’éléments unis régulière au voisinage de U, 
et telle que 1°) le rang de la matrice (10) soit égal à m—1 au 
point U,, 2°) chaque voisinage de U, renferme des points 
pour lesquels le rang de cette matrice soit égal à m, 3°) les 
fonctions vi yis soient analytiques dans un voisinage de U,. 


1) Cf. par exemple C. Carathéodory, Variationsrechnung (1935), 
p. 102—105. 
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La méthode usuelle ne peut donc fournir toutes les solutions 
régulières de l'équation (6) (valables dans un voisinage suffi- 
samment petit de U,) même dans le cas où il s’agit des solutions 
analytiques. 


L'observation qui suit permet de se rendre compte du degré de gé- 
néralité de la méthode usuelle. Soit 


(11) A eut) Au) 


une suite de k fonctions continues dans un ensemble ouvert 2. Cela posé 
il existe une suite infinie d’ensembles disjoints 


R, ©,, Oz Ogre». 


jouissant des propriétés suivantes: 1°) Q= R+Zw,, 2°) les wy sont ouverts, 
3°) la somme Zw, constitue un ensemble partout dense et R un ensemble 
nulle part dense relativement à 9, 4°) si une fonction quelconque de la 
suite (11) s’annulle dans un point d’un ensemble ov, elle s’y annulle iden- 
tiquement, et, par conséquent, si cette fonction est non nulle dans un point 
d’un wy elle ne s’annulle en aucun point de cet ensemble. 

Rangeons maintenant tous les déterminants partiels (d’ordres 1, 2,3, ...) 
de la matrice (5) en une suite (évidemment finie). Désignons cette suite 
par (11) et déterminons les œv et R comme tout à l'heure. La méthode 
usuelle réuissira séparément dans chaque ensemble w», pourvu que les 
ensembles ©, soient suffisamment petits, ce qui est toujours à réaliser. 
La généralité de la méthode usuelle consiste en ce que la somme Zw, des 
ensembles, ou elle peut être appliquée, constitue un ensemble partout 
dense relativement à 2. L'exemple cité plus haut montre qu’un point Uo, 
au voisinage duquel la multiplicité (4) est régulière, peut forcément ap- 
partenir à l’ensemble R, lequel ensemble est nulle part dense relative- 
ment à 2. 


Voici un autre désavantage de la méthode usuelle. Il peut 
arriver qu’une multiplicité régulière d’éléments unis M de la 
forme (4) peut être obtenue, dans un voisinage de U,, au moyen 
de la méthode usuelle. Or il est facile de montrer qu’en appli- 
quant à la multiplicité M une transformation de contact con- 
venable on obtiendra une multiplicité My qui ne peut pas 
être obtenue par la méthode usuelle en aucun voisinage de U,. 
La possibilité d'obtenir une multiplicité régulière d'éléments unis 
par la méthode usuelle west donc pas invariante relativement 
aux transformations de contact (cf. encore l’Exemple 1 du § 6). 

Le dernier désavantage est essentiel car il est évident que 
la propriété d’une multiplicité d’éléments unis, consistant en 
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ce qu’elle est réguliére au voisinage d’un point U,, est inva- 
riante relativement aux transformations de contact. 

Le premier but du présent travail sera, de combler les lacunes, 
mentionnées plus haut, de la méthode usuelle, lacunes qu’elle 
présente même sur le terrain des fonctions analytiques. 

Le deuxième but sera de construire la solution régulière la 
plus générale de classe C! de l’équation (6), solution valable 
dans un certain voisinage d’un point quelconque U,. (La mé- 
thode usuelle ne fournit que des solutions d’une classe plus 
élevée que C1). 

Nous poursuivrons ces deux buts à la fois en construisant une 
méthode dépourvue des désavantages mentionnés de la méthode 
usuelle. La réalisation des deux buts en question est liée au 
problème suivant: Trouver la condition relative aux fonctions 


w(u.)  Y'(W cons uw"), 


condition qui serait nécessaire et suffisante pour qu’il existe 
une fonction s(ut,...,w™) vérifiant identiquement l’équation (6). 
On démontre facilement, dans le cas où les y! sont de classe C1 
et les at et s sont de classe C? que cette condition consiste en 
ce que le système d'équations 


n i i 
Tua, Yua 
(12) STE — 0? (a, p=1,...,m) 
iji Lusy Yus 
ou, autrement écrit, le système 
[u“, WP ]=0, (a,p=1,...,m) 


` 


soit identiquement vérifié. Grace à un lemme élémentaire 

(Lemme 1 du § 1) nous démontrons que cette condition est 
nécessaire et suffisante aussi dans le cas où les fonctions at, yt, s 
sont de classe 0? (§2, Théorème 1). Cette observation est essen- 
tielle pour le deuxième but de notre travail d’une part et ra- 
mène la recherche des multiplicités régulières d’éléments unis 
à la recherche des solution régulières +) æ1, ... y” du système (12). 


1) Nous dirons qu’une suite de fonction æ!,... y" représente une solu- 
tion régulière du système (12) dans un ensemble Æ de points (u?,...,u™) 
lorsque ces fonctions sont de classe O! et le rang de la matrice (7) est égal 
à m en tout point de l’ensemble E. 
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Voici une autre observation essentielle pour la réalisation 
du deuxième but de notre travail. 

Supposons que les fonctions @,...,2”, yt,...,y" constituent 
une solution (régulière ou non mais valable dans un ensemble 
contenant un point U,) du système (12) et formons la matrice 


OL 
Ytre Y” 

Désignons par r le rang de la matrice (7) au point U,. Ceci 
étant, on peut indiquer r colonnes différentes de la matrice (13) 
et on peut ensuite choisir une fonction dans chacune de 
ces colonnes de façon à obtenir une suite de r fonctions 
Wi, cy HY yey YL (k+l=7r) telle que le rang de la matrice 
jacobienne 


(13) 


ô ô 
D(@1,...,0h,Y°1, ...,Y°) 
Ye CE) 


soit égal à r au point U, (§ 2, Théorème 1 et Coroll. 1). 

Cette observation relative à la matrice (7) se rattache de 
près à un théorème rencontré dans la théorie des transforma- 
tions canoniques +). Il est à peu près évident que ni la pre- 
mière observation ni la seconde ne peuvent être justifiées au 
moyen de la méthode usuelle mentionnée plus haut. 

Le Théorème 2 du $ 5 présente une construction de la plus 
générale solution régulière du système (12), solution valable 
dans un voisinage suffisamment petit d’un point arbitraire- 
ment choisi U,. Le Théorème 3 du $ 5 fournit une construction 
de la plus générale multiplicité régulière d’éléments unis dé- 
terminée dans un voisinage suffisamment petit de U,. 

Supposons qu’une multiplicité d'éléments unis (4) soit ré- 
gulière au voisinage d’un point U,. Supposons que les fonctions 


U=41(01,.,.,0P), (1=1,.,m) 


soient de classe C1 au voisinage d’un point V = (v, ..., vP) et que 
uf=4!(v},...,vh). Les équations 


(CE) EM cae) DHE ast EEO) 


1) Cf. C. Carathéodory, Variationsrechnung, p. 85—87, § 96. 
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représentent évidemment une multiplicité d’éléments unis qui 
est de classe C1 dans un voisinage de V, et cette multiplicité 
est située sur la multiplicité. régulière (4). On peut déterminer 
les fonctions 1' de façon que la multiplicité (14) soit singulière 
dans chaque voisinage de V,. On serait ainsi tenté de croire 
que toute multiplicité d’éléments unis (de classe OT) singulière, 
envisagée dans un voisinage suffisamment petit d’un point, est 
située sur une multiplicité régulière convenable. Or nous con- 
 struisons une multiplicité singulière de classe C” qui ne jouit 
pas de cette propriété ($ 5, Exemple 2). 

La théorie des multiplicités singulières d’éléments unis 
ne peut donc être immédiatement rattachée à la théorie des 
multiplicités régulières. 

Le § 7 se rapporte aux transformations canoniques 

DE Xi (mL... y) 
VIDE, Ur) 


c.-à-d. aux transformation vérifiant identiquement les relations 


(i=1,...,n) 


(Xie Yie— Xe Yia)=0 


1 


M: M: 


(15) (Hype Wye Lyf Y o0)= du p 


ສ 
= 


Ms 


(LT Xy Yye)= 0 


~ 
= 


(a, B=1,...,n; Oxp=0 lorsque a+B et d,8—1 lorsque a= $). 

Les variables xvi, y’ sont maintenant regardées comme indé- 
pendantes. 

On peut obtenir facilement la solution générale de classe C? 
de ce système au moyen d’une certaine fonction arbitraire 
(;;erzeugende Funktion“), La démonstration que l’on peut pro- 
céder par la même voie pour obtenir toutes les transformations 
canoniques de classe Ot n’est du tout immédiate. 

Une telle démonstration à été réalisé, pour la première fois, 
par M. CARATHÉODORY !). Sa démonstration, bien ingénieuse, 
n’est pas simple. 

En s'appuyant sur le Théorème 1 du $ 2 on voit facilement 
que la construction de la plus générale solution de classe C1 


1) Cf. C. Carathéodory, Variationsrechnung, p. 78—102. 
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du système (15) se réduit à la construction de la solution du 
même genre de l’équation 


(16) ds = X (Yd X'— yida’) 
fi 


et c’est une équation rentrant dans la théorie des multiplicités 
régulières d'éléments unis. La solution de l’équation (16) et du 
système (15) n’exige donc pas, au fond, une théorie à part 
et peut être construite dans une voie élémentaire dont la justi- 
fication peut se passer de crochets de Poisson qui jouent un 
rôle important dans les considérations de M. CARATHÉODORY 
sur ce sujet. 

Dans le $ 8 nous construisons une solution de classe CT 
de l’équation (16) telle qu'aucune des fonctions Xi Y; 9 ne 
possède nulle part aucune dérivée du second ordre. Cet exemple 
paraît être intéressant pour cette raison que la fonction di- 
rectrice (,erzeugende Funktion“) Q (cf. § 7, Théorème 3) qui 
decoule immédiatement des fonctions Xi, Yi S est forcément 
de classe C2. Cet exemple montre aussi que la démonstration du 
fait que le procédé classique fournit aussi des solution de classe C1 
du système (15) n’est pas stérile, car ce procédé permet de 
construire des solutions qui ne sont pas de classe 02, 


§ 1. Lemmes préliminaires 


Lemme 1. Supposons que les fonctions £(u,0), m(u,v) pos- 
sèdent des dérivées partielles continues du premier ordre dans 
le carré K | 

a<u<a+h, bKvxb+h (carré K). 


Ceci étant supposé on à 


(1) hse n) j udom fu) 


où l'intégrale curviligne du deuxième membre doit être calculée 
dans le sens positive sur le contour du carré K. 

Nous donnons deux démonstrations de ce lemme. La pre- 
mière, plus longue, est élémentaire, la seconde s’appuie sur un 
théorème relatif à approximation des fonctions par des poly- 
nômes. 
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Première démonstration. Posons pour abréger 


(2) TE r 1 Do du do. 


Soit e>0 un nombre positif quelconque. Divisons le carré 
K en n°? carrés partiaux égaux K,, 


Un ZUR Uui, VIV (carré Kw) 
et désignons par w 
= (Uu+1— Un)(Uv+1— 0») 


la valeur commune des aires des Ku». Pour un n suffisamment 
grand on aura 


= S § z Eu (Pur), éo (Quv) 
(3) J 22° Bus) (Sas) Ke 


OÙ Puw, Qur, Ru, Su désignent quatre points arbitrairement 
choisis dans le carré K +). Posons 


(4) Quy = f (u,v) dE(u, 0). 
Euv 
Nous aurons 
(5) SydE=EEQ,,. 
ຈ K 


Fixons l’attention sur un carré K,» quelconque et posons 
pour abréger 
U=, Uy=Py Unt i= Py V+ = 0. 


Nous aurons 
w=(y—a)(ô— B). 
Nous aurons évidemment 


254 +B + Cu Dur 


1) On sait qu’un tel nombre n existe lorsque les quatre points en 
question sont identiques. Les dérivées partielles £, £,» Mu 7, étant continues 
(donc uniformément continues) dans le carré fermé K, il est évident qu’un 
tel n existe aussi dans le cas où ces points ne sont pas identiques 
entre eux. 
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ou 


Aw= fintu p) nl 0E (fou, 
d 

BOS il [n(y,v)— n(a,v)] Eo (y, v)do, 

O= fitu (u, P)— Eu (u, 0)]n (u, d)du, 


d 
Daw= | [Eo(y,0)—Eo(a,v)}n (a, v)do. 
8 


En intégrant Cu» et D,, par parties nous obtiendrons les 


relations 
e Cuv= Eww + Gur, Duv=Fuy + Ew, 
où 


E,,= Fax fieu (4,0 In, (u, ô)du, 


Fyy=— Î [E(y,v)—€(a,v)]q, Bons 
Gur= u (u, B)— E(u, 0)] n (U, 0)}u=k, 
H= {LE (y, v)— E(a, v)] (a, v)}o=s. 
Nous aurons 
(6) OP ne an ae me 
Nous aurons évidemment 
Auy=(y—0)[n(4,8)—n(4,8)16,(4,8)=— (y—a)(d—8) n, (4, 0)€,(4,8) 


où 4 et ø désignent des nombres convenables (aSA< y, B£o<). 
En posant (1,8)=P%, (4,0)= Sl, nous obtiendrons 


1 1 
Ay == OE, (Pas) Ny (Suv): 
En appliquant un raisonnement analogue aux expressions 
Buv Euv Fuy nous obtiendrons les relations 


yvi yuy) 
Eu (Piv), Eo (Qus) 
(7) APB == # N a 
E m ESN | 
fu (Piw) Eo (Qa) 
(8) PE « PAIE 
SÉRIE Nu (Ris) No (So) 
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Nous aurons ensuite 
DH Et) En n(a,ô)— n (a,b) 


a ô—ß 
__ E(y,0)— Ely, b) nemala] 
0— 8 y— a 
et parsuite p : 
Eu( ») éQ a) 
9 G : H y= leá . 
ະ PRET E) 


Tous les points Pus, Quv Ross Su» (1=1,2,3) sont évidemment 


contenus dans le carré K,,. Nous aurons, en vertu de (5) 
et (6), la relation 


fndE= EE (A + Bt Pyp + P yp + Guy + F yy) 
K 
et de là, en raison de (2), (3), (7), (8) et (9), l'inégalité ` 


D (4, 
| i Den dudv+ J nlé SI] + ZE (Auwt Buw) + 


HI +22 (But Fyn)| +7 + EE(Gyy+ Hys)| < 38, 
ce qui termine la démonstration. 


Deuxième démonstration. Nous démontrerons d’abord la 
relation (1) sous l’hypothèse accessoire que les fonctions £ et 7 
possèdent des dérivées partielles du second ordre continues 
dans le carré K. Posons 

a+h b+h 


a+h b4h 
Jı= jf [ i: Emo |du, J:=— i [ | E n, | du. 


Nous aurons évidemment (cf. (2)) J=Jı+J2. En intégrant 
par parties nous obtiendrons 
a+h 
T= f [n(u,b-+ h) E(u, b-+ h)— n (u,b) Eu (u, B)Jdu— 
— ff (u,v) Eun (1,0) du do, 

b+h 
Ja=— [[n(a+ h,o) ë (a+h,v)— (0,0) E(a,0)1do+ 

b 


+f [niu o) Eu (u,0) du do. 
K 
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En ajoutant ces égalités on obtient la relation (1). Le cas 
où les fonctions £ et y possèdent des dérivées partielles du 
premier ordre continues dans le carré K peut être ramené au 
cas précédent. Nous introduisons, à cet effet, une suite de 
polynômes £9 (u,v), nt (u,v) telle que l’on ait 


EE, mn, ED > 6. nn, EME, nn, 


la convergence étant uniforme dans le carré K !). La formule 
(1) subsiste pour le polynômes ¿™®,n™. En passant à la limite 
(n—>00) nous obtiendrons la formule (1) relatives aux fonctions 
£ et n. 


Lemme 2 (Cas du triangle). Supposons que les fonctions 
(u,v), (u,v) soient de classe C* dans un triangle fermé?) T. 
(Ce triangle peut être dégénéré ou non). Posons 


_ Dén), 
LUE T (0,0) 
Nous affirmons que l’on x 
(10) ff Tu, v) dude —— f(u,v)dE(u, v) 
4 T 


où l'intégrale curviligne du second membre doit être calculée 
dans ce sens positif le long du contour du triangle T. 


Démonstration. Dans le cas où T est dégénéré, les deux 
membres de (10) sont nuls. (Nous regardons, dans ce cas, les 
deux orientations du contour de T comme positives). Sup- 
posons donc que T n’est pas dégénéré et désignons par 4,B, © 
les sommets de T. Découpons le triangle en un trapèze Q et 
un petit triangle { au moyen d’une droite e parallèle au 
segment (A,B). 

Considérons, sur un plan auxiliaire des points (U,V) le 
carré K dont les sommets se trouvent aux points (0,0), (1,0), 
(0,1), (1,1). Il est facile de trouver une transformation biuni- 


voque 
u=p(U,V), v=y(U,V) 


1) Pour l'existence de telles suites de polynômes v. De la Vallée- 
Poussin, Cours d'Analyse infinitésimale, Tome II (deuxième édition), 
Louvain-Paris (1912), p. 126—135. 

2) „Triangle fermé T“ veut dire: intérieur de T + frontière de T. 
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qui est de classe C1 dans K, qui fait correspondre Q à K et 
pour laquelle on a | 


D(y,y) 
DID | (dans K). 
Posons 
E(U,V)=E(p(U,V);w(U,V)), n(U,V)=n(p;Y) 
I(U,V)= ET 


En vertu du lemme précédent nous aurons 


[IC vrauar=- [ (U,V) dE(U,V). 
K 


0 


D’une autre part nous aurons évidemment 
ca Dén) D(p,y) A 
E [fr mor 
Q K | 
J Ji Tmava, 
K 


fn (u,v) dE (u,v) = fn(U, V)dE(U,V). 
Q K 


En rapprochant les trois relations précédentes on obtiendra 
l'égalité 
JL tu,0) du do =— f n(u,0)dE(u,v). 
Q Q 
Si la distance du sommet C à la droite e (parallèle au côté 
A,B) tend vers 0, le trapèze Q tend vers le triangle T et les 
deux membres de l’égalité précédente tendent vers les deux 
membres respectifs de la relation (10), ce qui termine la dé- 
monstration. 


Lemme 3. Soit 2 un ensemble ouvert situé dans l’espace 

(à m dimensions) des points (u!,..., w”). Supposons que les 2n 
fonctions 

(11) (4, ,,., W), Y(U co UT), (i=1,...,n) 

5* 
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soient de classe C? dans 2. Considérons les crochets de Lagrange 
définis par les formules 


(12) Lu, uf] = a 


ifi 


Bie, vu | 


Yue , Yu? 


Soit T un triangle fermé contenu dans 2. Supposons que 
pour chaque point de T1) on ait 


(13) [u®,uf]=0, (a, B—1,...,m). 


Ceci étant supposé on aura 
n 
(14) 1 D y (u, uay UM) dau, ..,W)=0. 
T7! 


où le premier membre désigne l'intégrale curviligne calculée 
le long du bord de T dans l’un sens ou dans l’autre. 


Démonstration. La relation (14) a évidemment lieu lorsque 
le triangle T est dégénéré. Nous supposons dans la suite que T 
n’est pas dégénéré et nous désignons par À,B,C les sommets 
de T. Désignons par 


CER; (Pir Pi) OB) 


respectivement les coordonnées du point À et des vecteurs 
A,B et A,C. Les équations 


(15) ut =l-+ pipt+ pipe, (a=1,...,m) 


établissent une transformation biunivoque qui fait correspondre 
les points (01,0) d’un plan auxiliaire à ceux du plan du trian- 
gle T. Désignons par t le triangle-image de T. Effectuons la 
substitution (15) dans les fonctions (11). Nous désignerons les 
fonctions ainsi obtenues par 


ĉi (ot, 0°), (07, 0°). 
Nous aurons évidemment 


(16) Sf Sudo j yid. 
T t 


1) Il s’agit de points situées à l’intérieur de T et de ceux qui sont, 
situées sur les côtés de T. 


THEORIE DES MULTIPLICITES 69 
Posons 


yi 


Yon Po: 


En vertu du Lemme 2 nous aurons 


(17) [Sidat fi, ef] det de®. 
t t 
On vérifie facilement que 
1 m 
Due. Uois t.. Uoi 
Ce?, e?]= 2 |, i il 
Yine Yur Ugy «ey Uo? 


ou bien en raison d’une formule bien connue 


[o aS S 


aji B/1 


Il en résulte en vertu de (12) et (13) que [', 0°]=0 en tout 
point du triangle t. En rapprochant (16) et (17) on en conclut 
que la relation (14) a lieu. 


idesi 
Uca Wp Cuy”, Cul 


i i x 
Ups PAR in |u" Yu? 


§ 2. Théorème fondamental et ces conséquences immédiates 
Théorème 1. Supposons que les fonctions: 


(1) wi (ul, ..., U), (i=1,..,,1) 
(2) Yy (U, e U), 
possèdent des dérivées partielles continues. du premier ordre 


dans un ensemble ouvert et convexe Q (situé dans l’espace 
à m dimension). Considérons les crochets de Lagrange 


[ur uf]= ns 


iji 


Dyt , aut| 


Yur , yael 


Ceci étant, la condition nécessaire et suffisante afin qu’il 
existe une fonction 


(3) S(ul,...,u™) ou tout court S(U) 
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qui 1° possède des dérivées partielles continues dans 2 et 2° 
vérifie identiquement dans © l’équation 


(4) AS (Ut, 00, W™) = YY (U, ..., UT) dnt (Ut, ag U) 
ijl 


consiste en ce que les équations 
(5) Lu, uf] =0, (a, P=1,...,M) 
soient identiquement vérifiées dans £ 1). 

L’unique solution de (4), solution qui est valable dans 2 
et qui pour un point arbitraire U= (ù... um) de 2 prend 
une valeur donnée à l’avance Sọ a la forme 

U 


(6) S(U)= S+ afi yi(U)dæ(U), 
iji 


où l'intégrale du second membre doit être calculée le long du 
segment rectiligne (U,, U). 


Démonstration. La démonstration est immédiate dans le 
cas m—1. Nous supposerons dans la suite que m>1. Nous 
démontrerons d’abord que notre condition est nécessaire. 

Supposons à cet effet que la relation (4) ait lieu dans 2. Soit 


U= (uk, ut) 


un point quelconque de 2. On a évidemment [u%,u*]=0. Il 
reste à prouver que l’équation 


(7) [ut u?]= 0 


est vérifiée au point U*, car la démonstration relative aux 
autres équations (5) sera analogue. Soit h>0 un nombre suf- 
fisamment petit pour que le carré K défini par les relations 


uk Kw U +R, Vi US +R 
W=u (y=3,...,Mm) 


1) L'hypothèse que 2 doit être convexe n'est pas essentielle pour 
l'existence d’une telle fonction S. Il suffit de supposer que Q constitue 
une image homéomorphe de l’intérieur d’une sphère à m dimensions. La 
démonstration s'appuie, dans ce cas, sur un principe de prolongement 
analogue à celui dont on se sert dans la démonstration du théorème de 
monodromie relatif aux fonotions analytiques. 
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soit situé dans 2. Désignons par 
| zi(ul,u?), Yul, u?), S(ut,u?) 
les fonctions (1), (2) et (3) envisagées pour le point 
VU US. UT 


variable dans le carré X. Nous aurons en vertu de (4) 
Sra) = [| a8=0 
K K 


et, par conséquent, en raison du Lemme 1, § 1 


i [are ff 3 


L’intégrale double du dernier membre étant nulle pour 
chaque h positif et suffisamment petit, il en résulte que la 


relation 
2 


et, par suite, aussi la relation (7) a lieu au point Ux. La con- 
dition (5) est done nécessaire. 

Supposons maintenant que la condition (5) est remplie en 
tout point de 2 et définissons la fonction § par la formule (6). 
Il s’agit de prouver que la relation (4), ou ce qui revient au 
même, le système de relations 


=l l 
Cuty Cu? 
_, | dud, 


zi i 
Yu Yuz 


xf xi 
Luis Cu? 


PO 
Yai Ye 


Sua= JY Oya (a=1,...,m) 
i 


a lieu en chaque point U de 2. Par raison de symétrie il suffit 
de prouver que la relation 


(8) Sa =p yoia 


a lieu au point Uy. Considérons le point 


U= (0, Ukse Ug) 
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variable dans 2. Le triangle T de sommets Uo, Ux, U est con- 
tenu dans Q, car Q est convexe. En s'appuyant sur le Lemme 3 
du $ 1 on a en vertu de (5) et (6) 


ĝ 
S(Ô)—8(U,)— | Zy'äæ'= f Zy'äwi=0 
[fs De T 
et par suite 
ĝ PL 
S(0)—-8(0,)= | Zyd = | Jy (w, wR... WR), (ut, Uh WR) dur. 
ປ, uk 


En divisant cette égalité par 4—ul et en passant à la 
limite nous voyons que (8) a lieu au point U,. La condition 
(5) est donc suffisante. 

Soient #, et #, deux solutions de (4). Nous aurons 
d(8,— 8a)=0, d’où il résulte que S8,—S,= const. Il s'ensuit 
que la formule (6) présente l’unique solution l’équation de (4), 
solution qui est valable dans © et qui pour U= U, prend la 
valeur Si. K 

Le corollaire suivant résulte immédiatement du théorème 
précédent. 


Corollaire 1. Supposons que les fonctions (1) et (2) possè- 
dent des dérivées partielles continues du premier ordre dans 
un ensemble ouvert © qui n’est pas forcément simplement 
connexe. 

Ceci étant supposé la condition nécessaire et suffisante pour 
que ces fonctions remplissent le système (5) dans © tout 
entier, consiste en ce qu’à tout point U, de © corresponde 
une fonction S(U) qui possède des dérivées partielles continue 
dans un certain voisinage de U, et qui remplit dans ce voisi- 
nage l’équation (4). 


Remarque 1. Gardons relativement aux fonctions (1) et (2) 
les hypothèses du théorème précédent et supposons que Pen- 
semble ouvert © n’est pas simplement connexe. Ceci étant 
il peut arriver que le système d’équations (5) est rempli 
dans © et qu’il n’existe aucune fonction 8 de classe C1! qui 
vérifie l’équation (4) dans 2 tout entier. 
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Des exemples de tel genre sont bien connus dans la théorie 
du potentiel 1). 


Théorème 2. Supposons que les fonctions (1) et (2) soient 
de classe C+ dans un ensemble ouvert © et qu’elles y rem- 
plissent le système (5). 

Supposons qu’une transformation (de classe C+) T(V) 


EEA a (CS) (transf. T(V)) 


transforme un ensemble ouvert F, situé dans l’espace à p 
dimensions, en une partie de l’ensemble O. Posons 


B(V)=2'(T(V)), Y(V)=y'(T(V)). 


Nous affirmons que les fonctions #'(V), y'(V) OEE 
dans F les équations 


(9) 2 Gi pdr) =0 (y,d=1,...,p) 


ou tout court les équations 
[o v5] = 0. 


Démonstration. Soit V, un point quelconque de F et soit 
U,=T(V,) son image par intermédiaire de la transformation 
T(V). Désignons par © un voisinage convexe de U,, voisinage 
qui est contenu dans ©. En vertu du Théorème 1 il existe 
une fonction S(U) de classe C1 qui vérifie, dans ce voisinage 
l'équation 

dS= Sy'dr'. 


1) Désignons, pour simplifier, les fonctions x!,x?,yl,y? respectivement 
par w,y,p,q et les variables ut,u? par u,v. Les fonctions 
v wù 
beck = nts er fdr peer 
constituent une solution du système (5) (qui se réduit dans ce cas à une 
seule équation [u,v]=0), solution valable dans Q= plan (u,v) tout entier 
à Pexception de l’origine. On sait qu’il n’existe aucun fonction (u,v) 
de classe C1 vérifiant dans 2 tout entier l'équation dS(u,v)—pdx+ qdy. 
La fonction S(u,v)=arctg (v/u) ne vérifie cette équation que dans le demi- 
plan u>0 et dans le demi-plan «< 0. 
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Posons S(V)=S(T(V)). L’équation 
dS = 574%; 


Sera évidemment vérifiée dans un voisinage de V,. Il en résulte, 
en vertu du Théorème 1 que les équations (9) seront vérifiées 
dans ce voisinage et en particulier au point V,, c. q. f. d. 


Remarque 2. Les résultats du présent paragraphe montrent 
que l'examen de l’équation (4) est équivalent à l’examen du 
système (5). 

Le Théorème 1 peut être étendu au cas où les fonctions (1) 
et (2) sont de classe O! (i>1) dans l’ensemble convexe 2. Dans 
ce cas la condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une 
fonction S de classe C vérifiant (4) dans Q consiste en ce que 
les fonctions (1) et (2) remplissent le système (5) dans 2. 


§ 3. Transformations canoniques élémentaires. 
Suites principales de fonctions 


Définition 1. Considérons les transformations des trois types 
suivants E, E}, Hs, transformations qui font correspondre aux 
points de l’espace à 2n dimensions 


1 

Die D Whos 
les points 

By Phy sy" 


Voici leurs définitions. 
Transformations E. Ce sont les transformations de la forme 


(F) wa, yy (i=1,...,1) 


où la suite q!,...,” représente une permutation quelconque 
des nombres 1,...,%. Cette transformation consiste donc en ce 
que l’on effectue le même changement d’ordre des éléments 
dans la suite %!,... œ” et dans la suite y!,...,y”. La transforma- 
tion identique est évidemment la, plus simple transformation 
du type E,. Les transformations E, sont définies par les formules 


E) l zi=— yi, y'=p pour certains indices kt, ...,k" 
(B w=, y—y pour les autres indices. 
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Enfin les transformations E, sont de la forme 


zi=yi, y—=—x pour certains indices 4,..., k" 
zx y'=y' pour les autres indices. 


(By) f 


Chaque transformation que l’on obtient en effectuant suc- 
cessivement un nombre fini de transformations des trois types 
précédents sera appelée transformation élémentaire. (Chaque 
transformation de cette sorte est canonique (cf. Définition 1 et 
$ 7, Remarque 1). Voici quelques propriétés évidentes des trans- 
formations élémentaires. 


Propriété 1. La transformation inverse d’une transformation 
élémentaire est aussi élémentaire. La classe de toutes les trans- 
formations élémentaires forme un groupe de transformations. 


Propriété 2. Supposons que les formules 
(1) B= p' (0, ...90")y Y'= yi (x, 0") (i=1,...,n) 


représentent une transformation élémentaire. Considérons une 
suite de fonctions 


(2) wt (ut,...,U™), oeng B (Wy org UW), YU oy WT) eeey Y" (Uy ooe U) 
et désignons par 
(3) T (U. eeg KL cc A a SU). Jul, UT) 


l’image de la suite (2) par l’intermédiaire de la transforma- 
tion (1), Supposons enfin qu’en un point U, on ait 


Zones Pp yue— 0, (a, P=1,.….,m). 
Ceci étant on aura au point U, les égalités 
XT egue — Tege, (a=1,...,m). 
i 
Définition 2. Suite principale. Une suite de fonctions 
(4) wh day yii, 0.) yfo 
choisie dans la suite (2) sera appelée principale, si la suite 
d'indices 
By eeey tas fise fo 
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est composée de nombres différents entre eux, ou ce qui revient 
au même, si les fonctions de la suite (4) figurent dans a+ 
colonnes différentes de la matrice 


dl, 0,0 
Ye y" 
Nous supposons évidemment que a+b>0 sans exclure ce- 


pendant les cas a=0 et le cas b=0. On à évidemment a+ bn, 
ou, ce qui revient au même, on a la propriété suivante: 


Propriété 3. Le nombre d’éléments de toute suite principale 
(relativement à la suite (2)) est au plus égal à n c.-à-d. à la 
moitié du nombre d'éléments de la suite (2). 


Propriété 4. Chaque suite principale 
(5) ty aa yhang! 
peut être transformée au moyen d’une transformation élémen- 
taire convenable en la suite 

BBP, BPH, BPH, BPFH, ,,,, BPH, 

Cette transformation élémentaire peut être choisie d’une 

telle façon que Pon ait 
Zp, PE, Yay, PEP. 

Il existe, en particulier, une transformation élémentaire 
qui transforme la suite principale 
(6) wes, gigt 
en la suite f 

Tl TI, BH, ,,,, BH, 


La présente propriété continue d’étre vraie lorsque Von y 
remplace les lettres x par y et y par w. Il existe donc une trans- 
formation élémentaire qui transforme la suite (6) en la suite 


Po Yh Yt, LAS 


Propriété 5. Chaque suite principale peut être transformée 
(au moyen d’une transformation élémentaire convenable) en 
chaque suite principale donnée à l’avance et renfermant le 
même nombre d’éléments. 


i 
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Propriété 6. L’ordre de la matrice jacobienne de la suite (5) 
<.-à-d. de-la matrice 
D(w',...,0P, 01, ..., oa, y, YE) 
D(ut,..., WT) 
ne change pas lorsque l’on soumet la suite principale (5) à une 
transformation élémentaire quelconque. 


Propriété 7. Le jacobien de chaque transformation élémen- 
taire est égal à +1. 
La vérification de cette propriété est immédiate. 


$ 4. Une propriété de la matrice jacobienne des solutions 
du système [u“, uf] =0 


Théorème 1. Posons pour abréger U = (u... u") et 
U,=(u},.…,u#). Supposons que les relations et 


a oy Sy > 
à EE ael= oi 

c.-à-d. les qe 
(1) [u“, W]=0, (a, f=1,...,m) 


soient remplies au point U,. Supposons en plus qu’une suite 
principale 
(2) RE 


soit compososée de fonctions indépendantes 1) au point U, 

Ceci étant supposé nous affirmons que la suite (2) peut 

être complétée de façon à obtenir une suite principale dont 

le nombre d’éléments est égal à l’ordre de la matrice ||M|| 
suivante 

D(a, 0.38", Y”) 

o LAm 


T 


U=, 


1) o.-à-d. l'ordre de la matrice || 2 (2t 2ta Yt 410) 
D (ut, ... wm) 
à a+b au point U—U,. 
2) On remarquera l'analogie de ce théorème avec un théorème relatif 
au transformations canoniques (cf. C. Carathéodory, Variationsrechnung 


(1935), § 96, p. 85. 


est égal 
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Il en résulte en particulier que l’ordre de la matrice (3) 
ne peut pas surpasser n (cf. § 3, Propriété 3). 


Démonstration. Il suffit évidemment de se borner au cas, 
ui=ui=...=u}=01), Il suffit aussi d'admettre (ce que nous 
supposons dans la suite) que les fonctions æi et y! sont des 
polynômes homogènes de degré 12). 

Pour ces polynomes on aura évidemment les identités 


n 


owt Oy! dy! oot 
(4) Dons lat 


i/1 


En appliquant une transformation élémentaire convenable 
on pourra (§ 3, Propriété 4) remplacer la suite (2) par une 
suite principale de la forme Z!,...,z4t?, Cette transformation 
n’altérera pas ni indépendance des fonctions (2), ni l’ordre 
de la matrice (3), ni Pidentité (4) (cf. § 3, Propriétés 6 et 2). 
Posons 

6=a-+b. 


Nous voyons donc (cf. §3, Propriété 1) qu’il suffit de se 
borner au cas où la suite (2) a la forme 


(5) Re 
Considérons toutes les suites partielles de la suite 
Dites D 00 


lesquelles suites partielles 1° englobent la suite (5), 2° sont 
principales, 3° sont composées de polynômes indépendants. 

La plus nombreuse de telles suites contiendra un nombre 
d’éléments que nous désignerons par 


c+ e. 


1) Il suffira, à cet effet, d'introduire de nouvelles variables indépen- 
dantes v*=u*—uč. 

2) Il suffit, à cet effet, de remplacer les fonctions x! et yi par des po- 
lvnômes £ et 9' telles que Von ait é «(U)=xia(Uo), nia (U)=yi (Un). 
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Nous pouvons supposer que cette suite a la forme 
(6) 0,000, ,,,,00Fe 1), 

En vertu de la définition de cette suite il existe des con- 
stantes Arn, Ban telles que 


c+e ce 
(7) gt 2 Ama, y= Bua, (k=0-+e-+1,...,0). 


Les polynômes (6) étant indépendants on peut supposer 
(en changeant, au besoin, l’ordre de variables w1,...,u") que 


D(x!,..….,are) 
(8) Du... ue 0 


Il résulte des identités (4) que 


(9) | 3 (æ'dyt— y'a!) = 0 ?) 
ijl 
c.-à-d. j 
(10) S (wryt yrdar)+ Y (stdyt— yhdat) = 0. 
fi + 2. 


Rémplaçons, dans cette identité, les dw* et dyt par leurs 
valeurs obtenues de (7). Nous obtiendrons 


à e c+e 
(11) ite ph dy 
fi ff 
où 
(12) = vt 2 (—Bux*+Any*),  (U=1,...,0-+ e). 
kjofeti 


1) En effet: chaque suite contenant c+e polynômes et jouissant des 
propriétés 1°, 20, 30 pourra être transformées en la suite (6) au moyen d’une 
transformation élémentaire convenable (cf. $ 3, Propriété 5). Les pro- 
priétés 2° et 3° sont invariantes relativement à une telle transformation. 

2) wt et y! étant des polynômes homogènes du premier degré on a: 


= Su = 4! gg, Il s'ensuit que 2 (widyt — yi dat) = 
æji ງ gji : 
=>} [ut,uBluËdus, ce qui est identiquement nul (of. (4)). 
a g 
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En vertu de (11) on aura 


Ear D ot 
(13) Dai ah, (a=1, ...,0-+-€). 
1/1 hji 
l 
Les dérivées າ ະຊ — étant constantes, il en résulte en 


vertu de (8) et h que les z! sont des combinaisons linéaires 
(aux coefficients constants) des at, ..., w° te 


c+e 
“el ຂ Ena”, (l=1,...,0+ €) 


d’où, en vertu de (12), on obtient 
c+e 


Y= à ( (But — A y) + à En" 


et ceci rapproché des identités (7) conduit à la conclusion 
que polynômes y! (U=1,...,0-+e) sont des combinaisons linéaires 
des polynômes (6). Les polynômes w* et yt (k=0-+e-+1,...,N) 
étant aussi des combinaisons linéaires des polynômes (6) (cf. (7)), 
nous voyons que la démonstration de notre lemme se trouve 
terminée. 

Voici encore un corollaire résultant immédiatement du 
théorème précédent 


Corollaire 1. Supposons que les relations (1) soient remplies 
au point U, et supposons que le rang r de la matrice (3) n’est 
pas nul. Ceci étant supposé il existe une suite principale 


i i ES) 
Co PERRET ELA PERS LL 


composée de r fonctions (r=k+1) qui sont indépendantes au 
point U,, ou, autrement dit, telles que le rang de la matrice 


D(a.. Bh, SD) 
D (ut, ..., 4) 


U=U, 
est égal à r=k+1. i 
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§ 5. Solutions régulières du système [u‘, ##]—0 
et de l’équation dS= 3’ y' da 


Définition 1. La suite de fonctions 
(1)  @'(uf,...,u7), oee 0 (uF, ..., 4), YL (0%, ur). yr(ut, um) 


qui remplissent, dans un ensemble ouvert Q, le système 
d’équations 


(2) À (ur Vuf— uf Vue) = 0, (a, B—1,...,m) 
sera appelée solution régulière du système (2) lorsque les fonc- 


tions (1) sont de classe C1 dans 2 et lorsque l’ordre de la 
matrice. jacobienne 


D(a',...,0°,Y', ...Y°) 
D(t,- 47) 


est égal à m en chaque point de 2. 


Remarque 1. Supposons que la suite (1) représente une 
solution régulière (dans ©) du système (2). Ceci étant le nombre 
de variables indépendantes w1,..,w" ne peut pas surpasser la 
moitié du nombre des fonctions figurant dans la suite (1). 
Autrement dit on a m<n. 

C’est une conséquence immédiate du Théorème 1 du $ 4. 


Remarque 2. Nous allons indiquer deux sortes de trans- 
formations par l'intermédiaire desquelles chaque solution ré- 
gulière (1) se transforme en une solution régulière. Les trans- 
formations de la première sorte seront appliquées aux suites 
de fonctions (1) et fournirons de nouvelles suites de fonctions. 
Les transformations de la deuxième sorte seront effectuées sur 
les variables indépendantes ul, ...,u, 

Supposons d’abord que la suite (1) représente une solution 
régulière (dans ©) du système (2). Ceci étant, chaque suite 
de fonctions résultant de la suite (2) par I’intermédiaire d’une 
transformation canonique élémentaire quelconques (appliquée 
aux variables x!,….,y") représentera une solution régulière 
(dans 2) du système (2). 

Rocanik Pol. Tow. Matem. T. XVIII. 6 
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C’est une conséquence immédiate de la définition des trans- 
formations élémentaires ($ 3) et des Propriétés 2 et 6 ($3). 
Gardons l’hypothèse que la suite (1) est une solution régu- 
lière (dans 2) du système (2) et supposons que la transfor- 


mation 
MATE"... 02); (a—1;...,m) 


est de classe C1 dans un ensemble ouvert w, qu’elle transforme 
w en une partie de @ et que l’on ait, en chaque point de w 
DAT) 
Div',...,0™) 7 
Ceci étant la suite de fonctions 
Be, ...,0M)=m(41,...,4™); Yu, ece VT) = YE (AT eee, A) 


représente une solution régulière (dans w) du système 
D ôo- vf oe=0, (a,B=1,.…,m). 


Cette remarque découle facilement du Théorème 2 du § 2. 


Théorème auxiliaire 1 sur certaines solutions régulières du 
système (2). Nous chercherons toutes les solutions (1) du sys- 
tème (2), solutions qui sont de classe O! dans un ensemble 
ouvert et convexe @ et qui remplissent, dans 2, les identités 


(3) wi (ut, .. uT) =u, OS M) 


L’existence de telles solutions n’est possible (cf. (3)) que 
dans le cas m< n, ce que nous supposons dans la suite. Chaque 
solution de cette sorte est évidemment régulière 1). 

En d’autres termes: nous chercherons la solution générale 
(de classe C1) valable dans © du système d’équations 


n 
(4) À (che yur— A (a,p=1,..., m) 
w= ul, 0S nom). 
Ce système peut être, évidemment, écrit sous la. forme 
n 
(4bis) Yuyut 2 (uY — aut Yu) =0. 


D (a, ..., gm 
1) Car ມະ Ues 0F 
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Il y aura deux cas à distinguer: 

Cas 1. m<n. Nous affirmons que la solution régulière la plus 
générale de (4) ou (4 bis) peut être obtenue de la façon suivante. 
Nous choisissons d’une façon quelconque les fonctions 


ph (ur... ALT) (AEs ALY 
your. ur)... VUE... Ur), 


(5) 


et la fonction auxiliaire 

(6) S(u?, ..., Wm) 

pourvu qu’elles soient de classe C1 dans © et qu’elles jouissent, 

en plus, d’une régularité supplémentaire consistant en ce. que 

les différences 

(DIRES By 3 Y'a (j=1,...,m) 
k'm-+1 


soient aussi de classe C1 dans Q 1). Nous posons ensuite 


(8) YB DY G=, m). 
k/m+A1 

Cas 2. m=n. Le système (4 bis) prend, dans ce cas, la forme 

(9) var yhe=0 (a, B=1,.….,n). 


Dans ce cas la solution régulière générale de ce système 
peut être obtenue de la façon suivante. Nous choisissons la 
fonction auxiliaire © d’une façon quelconque pourvu qu’elle 
soit de classe C? dans © et nous posons 


Y'= Suis (i=1,...,%). 


1) Il suffit à cet effet que les fonctions S et wk (k= m-+-1,...,n) soient 
de classe 02 dans 9, car toutes les fonctions fonctions æi, yi sont, par hypo- 
thèse, de classe C1. Voici un exemple montrant que les différences (7) peu- 
vent être de classe O? sans que S et wk (k=m-+1,...,n) soient de classe 0%, 
Nous posons n=2, m=1. Désignons par p(t) une fonction continue dans 
Pintervalle (—co,-+00) et ne possédant pas de dérivée pour aucune valeur 
de 2. (Une telle fonction existe v. Carath éodory, Vorlesungen über reelle 
Funktionen, p. 590). Soit F(t) une fonction pour laquelle on a F(t) = p(t). 
Posons xl{(u1)=1, Y(u)=0, z(u )= F (ut), y{u)=]1, S (ul) =F (ut). Nous 
Voyons que la différence (7) (j=1) est identiquement nulle donc de‘classe C1, 
que l’équation (8) est identiquement vérifiée et que cependant les fonctions 
æ(ul), S(u1) ne possèdent nulle part la dérivée du second ordre. 

6* 
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Démonstration. Cas 1. Choisissons les fonctions (5) et (6, 
de la façon indiquée plus haut et définissons les fonctions y! 
par les formules (8) et les fonctions æ/ par les formules (3). 
Nous vérifions immédiatement que l’identité 


_ (10) dS = 3 ytd 
iji 

est remplie dans © tout entier. Il en résulte en vertu du Thé- 
orème 1 du § 2 que les fonctions (1), remplissent, dans 2, le 
système (2) ou, ce qui revient au même, le système (4). Nous 
voyons donc que chaque suite de fonctions (1) construite par 
le procédé de notre théorème représente une solution de classe C1 
du système (4), solution valable. dans 2. 

Il reste à prouver que toute solution de cette espèce peut 
être obtenue par le procédé en question. Supposons, à cet 
effet, que les fonctions (1) soient de classe C1 dans @ et qu’elles 
y remplissent le système (4). Il en résulte, en vertu du Thé- 
orème 1 du § 2, qu’il existe une fonction § qui est de classe C+, 
dans @ et qui y remplit l'identité (10) ou, ce qui revient au 
même dans notre cas, l’identité 


dS=)ydul+ y yrdvt. 
ji kmh 


De là nous déduisons les identités 


(10) Sui =Y X y'a Lee) 
k/m-+1 
ce qui prouve que les relations (8) seront identiquement véri- 
fiées dans 2. Les fonctions y/ étant, par hypothèse, de classe 
0+ dans 9, il résulte des relations (8) que les expressions (7) 
sont aussi de classe Ct dans 2. Ceci prouve -que chaque solu- 
tion du système (4), solution (valable dans 2) qui est de classe C1 
dans © peut être obtenue par le procédé presenté plus haut. 
Cas 2. La démonstration est tout à fait analogue. 


Remarque 3. Il résulte du théorème précédent que la solu- 
tion générale (de classe 01) du système (4) est parfaitement 
déterminée par les 2(n—m)+1 fonctions arbitraires (5) et (6) 
qui sont de classe Ot et qui jouissent en plus de la régularité 
supplémentaire mentionnée plus haut. 
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Interprétation géométrique. Considérons, dans l’espace à n-+1 
dimensions (nous désignerons les points de cet espace par 
X',...,X”,T) une multiplicité ponctuelle à m dimensions W 
dont la représentation paramétrique a la forme 


(RR) XL"), RS (ur... un) 


et supposons que les fonctions æt(ul,..,ur),...,æm(ul,….,um) 
remplissent les identité (3) ou, ce qui revient au même, que 
les paramètres w1,..,u" coincident avec les variables X’,..., X”. 
Le système de relations (8) (qui est équivalent à la relation (10)) 
exprime évidemment que le plan (à n dimensions) 


(12) T—S(ut, pW) y Yt (ut, ..., WT) (Xi— wi (ut, ...,U™)) 
I i/1 


est tangent à la multiplicité W au point 
mu... ur), PLAT, ov ur) JS (UE... UT), 


Le sens géométrique du procédé fournissant la solution gé- 
nérale (de classe C+) du système (4) est donc le suivant: On 
choisit d’abord la multiplicité ponctuelle W (de classe C1) 
arbitrairement. On subordonne ensuite, d’une façon tout à fait 
arbitraire, à chaque point de la variété W un plan à n dimen- 
sions (12) tangent à W en ce point. Les coefficients angulaires y? 
de ce plan et les fonctions z'(u?,...,W™) intervenant dans les 
équations (11) de la variété W représentent la solution générale 
du systéme (4). 

Cette méthode et cette interprétation est bien connue de- 
puis longtemps. Ce qui est nouveau, ce sont les conditions 
nécessaires et suffisantes de régularité, indiquées plus haut, 
qu’il convient d’adopter relativement.aux fonctions ,,arbitraire- 
ment“ choisies pour obtenir la solution générale (de classe C+) 
du système (4). On remarquera que le Théorème 1 du $ 2 est 
essentiel pour la justification de cette méthode dans les hypo- 
thèses du Théorème auxiliaire 1. 


Théorème 2. Afin d'éviter la collision des notations dési- 
gnons les variables indépendantes par 


Li 
w', ..,, 07 
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et les fonctions inconnues par 
(wt, ..., 0), (WL, eee, 00) C): 


Le système (2) prendra alors la forme 


(13) 2 Bue ut Bute) =0, (a Pl.) 
Soit 
(14) W,=(w0};..,w") 


un point quelconque de l’espace à m dimensions. 

Nous affirmons que la solution régulière +) la plus générale ?) 
du système (13), solution valable dans un voisinage (suffisam- 
ment petit) du point W, pourra être obtenue par la méthode 
suivante: 

Nous construisons d’abord une solution (de classe C1) quel- 

` conque 
(15) A un) A un), (0=1,...,40) 


du système (4), solution valable dans un voisinage d’un point Uo. 
(La méthode de construction de la plus générale solution (15) 
du système (4) est présentée dans lénoncé du théorème pré- 
cédent). 

Nous prenons ensuite une transformation arbitraire 


(16) w= (w', ..., 0"), (y=1,... m) 


qui est de classe ©? dans un voisinage de Wọ, qui transforme 
le point W, en U, et dont le jacobien est non nul au point Wọ. 
. Cette transformation transforme la suite (15) en une suite 
de fonctions ‘que nous désignons par 


(17) B(W',, ...W™), (ww), (i=1, ...,%). 


En soumettant les fonctions (17) à une transformation (ca- 
nonique) élémentaire °) quelconque nous obtiendrons la suite 
de fonctions 
(18) DiW, ee) 102), Y (W01, ..., 07), (i=1, ...,%). 


1) Cf. la définition d’une telle solution à la page 81. 
2) Cf. la note au bas de la page 87. 
3) Cf. la définition de telles transformations à la page 74. 
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Cette suite constitue la solution régulière la plus générale 

du systéme (13), solution valable dans un voisinage suffisam- 
ment petit du point W, ?). 


Démonstration. En s'appuyant sur la Remarque 2 nous 
voyons facilement que la suite (18) représente une solution 
régulière du système (13), solution qui est valable dans un 
voisinage suffisamment petit de Wo. 

La méthode de notre théorème fournit donc toujours des 
solutions régulières du système (13) valables dans un voisinage 
de Wo 

Il reste à démontrer que toutes les solutions régulières en 
question peuvent être obtenues au moyen de cette méthode. 


` 


Supposons à cet effet qu’une suite de fonctions 
(20) DUW. eae W), GW ..., WT), CM) 


représente une solution du système (13), solution qui est ré- 
gulière au voisinage du point W, (cf. la Définition 1 à la page 81). 

Les fonctions (20) sont done de classe 0+ au voisinage de W, 
et le rang de la matrice 


DO, 0, Ur 
Dur ur) 

est égal à m au voisinage de ce point. La suite (20) contient 

donc (cf. $ 4, Corollaire 1) une suite partielle principale de m 

fonctions indépendantes au voisinage de W, 


(21) Bh, oy du, GT 0. Tt (k+1=m). 


1) Nous entendons par cela que les deux propriétés suivantes ont lieu: 

1°) Chaque suite de fonctions (18) obtenue par le procédé, qui vient 
d’être indiqué, constitue, dans un voisinage suffisamment petit du 
point W,, une solution régulière du système (13). 

20) Soit 
(19) (wl, ..., Ww), y(t, ..., wT), (i=1,...,0) 


une solution du système (13), solution qui est régulière dans un voisinage 
de W°. Ceci étant on peut choisir une solution (15) du système (4), une 
transformation (16) et une transformation élémentaire d’une telle façon 
que les suites (18) et (19) soient identiques dans un voisinage suffisamment 
petit de W,. 
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En appliquant à la suite de fonctions (20) une transforma- 
tion élémentaire Æ convenable on obtiendra une suite 


(22) PAE eno ET (CETTE) (#=1,,...,%) 


et on pourra s'arranger d’une telle façon (cf. § 3, Propriété 4) 
que la suite (21) se transforme en la suite 


(23) RASOIR Re Eh 
Le déterminant 
DEEE) 
D(w!,...w") 


sera non nul au voisinage de W, (cf. § 3, Propriété 6). La suite 
(22) représentera une solution, régulière au voisinage de W,, 
du système (13) (cf. $ 5, Remarque 2). 

Appliquons maintenant aux variables indépendantes wt, ..., w™ 
la transformation T inverse à celle qui est définie par les for- 
mules 


W=W(w!,...,W™), (y=1,...,m) (transformation T-t). 


Désignons par U, l’image de W, par l’intermédiaire de la 
transformation T. 
La suite (22) passera, par l'intermédiaire de T, en une suite 


(24) mue A) apa w) CEN) 


qui constituera une solution régulière (au voisinage de U,) 
du système (2) (cf. $ 5, Remarque 2) et aussi une solution 
de classe C1 du système (4) +), 

Faisons maintenant le chemin inverse. Partons des fonc- 
tions (24). Appliquons aux variables indépendantes uf, ..., U7 
la transformation T~’. Nous obtiendrons alors la suite (23). 
En appliquant aux fonctions de cette suite la transformation. 
E (qui est élémentaire, cf. § 3, Propriété 1) nous obtiendrons 
la suite (20). Nous pouvons done obtenir la, solution (20), en- 
visagée dans un voisinage suffisament petit de W,, par le pro- 
cédé indiqué dans notre théoréme. 


1) Ceci résulte de la forme de la transformation T. En vertu de la 
définition de cette transformation on aura évidemment 27(uf, ...,4)=uf, 
(j=1,...,m). h 
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Construction de la plus générale (au sens local) multiplicité 
régulière d’élements unis 


Définition 2. Soit 
(25) w= (U, U), S= N (U ee W), Y= Y (Ue un) (i=1,...,n) 


une multiplicité d’éléments de contact (cf. l'Introduction, p. 56). 
On dira que cette multiplicité est une multiplicité d’élémenis de 
contact unis définie dans un ensemble © de points (ut, ...,w™)} 
lorsqre les fonctions 


(26) ow, ...,4™), Sul... un), (UT, ,.., 0) 


remplissent dans 2 l’équation 
(27) AS (ut, ..., U") == Py! (ut, ..., W™) dat (ui. um). 
iji 


On dira qu’une multiplicité d’éléments unis est régulière 
dans un ensemble 2 lorsqu'elle jouit, en outre, des deux pro- 
priétés suivantes: 1°) les fonctions (26) sont de classe C+ dans Q, 
29) le rang de la matrice jacobienne 


D (et, 27, 8, Yt, eY”) 
Du; U”) 


(28) | 


est égal à m en tout point de 2, ou bien, autrement dit, les 
fonctions (26) sont indépendantes en tout point de 2. 

Toute solution (26) de l’équation (27), solution jouissant 
des deux propriétés précédentes sera dite solution régulière de 
cette équation. 


Remarque 4. Pour toute solution de l’équation (27) la 
matrice (28) et la matrice 


(29) | DT Oh WE) 


D(w,..., 4) 
ont le même rang en tout point oi l’équation (27) est remplie. 


Autrement dit: Si la suite (26) représente une solution de (27) 
dans Q, alors les fonctions (26) et les fonctions 


w (UW, eg WT), Y (Uy oag UW") 
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ne peuvent être indépendantes dans © qu’à la fois. On a, en 
effet, pour tout point (u!,...,U”) de ce genre légalité 


By i= 3 Yh 
iji 
d’où il résulte que la ligne de la matrice (28) correspondant 
à la fonction © est une combinaison linéaire des lignes cor- 
respondant aux fonctions x. 


Remarque 5. Si la suite (26) représente une solution régu- 
lière de l’équation (27), solution valable dans un ensemble 9, 
alors la suite de fonctions 


(30) DUR UE) OO Eure), (C1. n) 


représente une solution (régulière dans 2) du système 


(2) 2 (ry uf ut) = 0, (a, P=1,.….,m). 


C’est une conséquence immédiate du Théorème 1 à la 
page 69 (cf. aussi la Définition 1, $5). Si inversement une suite 
de la forme (30) représente une solution régulière du système (2) 
solution valable dans un ensemble © ouvert et convexe (ou 
plus généralement simplement connexe) alors il existe une 
fonction S telle que la suite (26) représente une solution régu- 
lière (valable dans 2) de l’équation (27). On détermine la fonc- 
tion S (à une constante additive près) par une quadrature 
(cf. $ 2, Théorème 1). 

Dans le cas de © ouvert et convexe (ou simplement con- 
nexe) la construction de la plus générale multiplicité d’éléments 
unis se ramène donc à la construction de la plus générale solu- 
tion régulière du système (2). Or la construction d’une telle 
solution du système (2), solution valable dans un voisinage 
suffisamment petit d’un point U, a été présentée dans le Thé- 
orème 2 du $5. La construction de la plus générale multi- 
plicité régulière d’éléments unis (définie dans un voisinage suf- . 
fisamment petit de U,) découle ainsi immédiatement du Thé- 
orème 2 (§ 5) et du Théorème 1 ($ 2). 

Nous allons voir que la quadrature mentionnée sera super- 
flue. Avant de le montrer nous introduirons la définition des 
transformations élémentaires de contact. 
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Définition 3. Soit 
(31) D'=$(&,.., 7"), B= (3,...,Y") 
une transformation canonique élémentaire quelconque (cf. § 3, 


Définition 1) qui transforme les points (%1,..,7") en points 
(&1,...,ÿ"). Il existe une fonction #(7!,..,7") telle que l’équation 


(32) 2 [HB 00H") AB (E, a, 9") — PAE J= dp (T, gr) 


est vérifiée pour tous les points %!,..,7"1), La différence de 
deux fonctions # de cette sorte est évidemment constante. La 
transformation 


(33) &'=0(71,...,7"), p=! (2, ...,Y")y 8=8+9(3,...,f°)-+- 0 


(où O désigne une constante quelconque) sera appelée trans- 
formation élémentaire de contact. Les transformations (31) et (33) 
seront appelées adjointes l’une de l’autre. 


Remarque 6. On vérifie immédiatement que la transforma- 
tion inverse d’une transformation élémentaire de contact con- 
stitue une transformation du même genre (cf. $ 3, Propriété 1). 

Si les fonctions 


zi(wl,….,wm), S(wl,..,w"), GEW, oee WT) 
déterminent une multiplicité d’éléments unis c.-à-d. remplissent 
Péquation 
a n 
AS (w, Wn) = $Y! (Ww, ee W) AT (W, ..., W™) 
iji 
alors elles passent, par l'intermédiaire de la transformation (33) 
en une suite de fonctions vérifiant 1’équation 


n A A 
AS (w, ...,W™)= $Y (wT, ...,W™) AB (W01, ...,W™), 
iji i 
1) Pour obtenir effectivement (et cela sans effectuer aucune quadrature) 
une fonction w de cette sorte on pose 


A — = n mie 
plai, ...,yn)= X e,wiyt, 
iji 
La transformation (31) étant canonique élémentaire il est facile de déter- 
miner les coeffitients constants e, de façon que l'équation (32) soit iden- 
tiquement vérifiée. On a pour chaque e, ou bien e,=0, ou bien e=1, 
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La transformation (33) transforme donc chaque multipli- 
cité d’éléments unis en une multiplicité du même genre. Elle 
est done une transformation de contact au sens ordinaire. 


Théorème 3. Considérons l’équation 


A LEE n 
(34) AS (w', ...,W™)= X G (W, ,..,W™) AD (W, e, 0). 
iji 
L’existence de solutions régulières de cette équation n’étant 


possible que dans le cas 
O<m<n 


(cf. $ 5, Définition 2, Définition 1, Remarque 1 et Remarque 5), 
nous supposons que cette inégalité a lieu. 

Pour obtenir la plus générale solution régulière de l’équa- 
tion (34), solution valable dans un voisinage suffisamment petit 
d’un point 
(35) W = (wf, ..., Wf) 


(ou, ce qui revient au même, pour obtenir la plus générale 
multiplicité régulière d'éléments unis définie dans un voisinage 
de W,) on procède comme il suit. 

On construit d’abord (en s’appuyant sur le Théorème auxi- 
liaire 1, $ 5) la solution 


(36) Dur. ur) MU... ur) UUE esa U) 
la plus générale du système 
AS (U, U™) = 3 Y (Ut, e U) aot (ut, 0.9 ur), 


7 
eo wl=ul (j=1,...,Mm), 


solution qui est de classe C? dans un voisinage d’un point 
U= (w, ... um) 1). Nous introduisons ensuite une transforma- 
tion arbitraire de la forme (16), c.-à-d. de la forme 


(38) w= A (w',...,W"™), (y=1,...,M) 


1) En s‘appuyant sur la Remarque 5, (§ 5) on construira la solution 
(de classe 0!) la plus générale du système (4) (cf. Théorème auxiliaire 1, § 6). 

On remarquera que la fonction auxiliaire &(ut,... um) intervenant 
dans le Théorème auxiliaire 1 vérifie l'équation (10) donc aussi les équa- 
tions (37). Or la détermination de la fonction 8 n’exigera aucune quadra- 
ture, car dans le procédé de construction fourni par le Théorème auxi- 
liaire 1, les fonctions (5) et (6) ont été arbitrairement choisies, pourvu 
qu’elles jouissent d’une certaine régularité accessoire. | 


THEORIE DES MULTIPLICITES 93 


qui est de classe C! dans un voisinage de W,, qui transforme 
W, en U, et dont le jacobien est non nul au point W,. La suite 
(36) passe ainsi en une suite de fonctions de classe C+ 


EO (00) UE 100), 0) 

qui satisfont à l’équation 

(40) _dS(uwt,.….,wm)= Y Yt (wt, ..., W) AB! (ant, ..., W). 
Introduisons ensuite une transformation élémentaire de con- 

tact de la forme (33) et cela une transformation tout à fait 


arbitraire de cette sorte. La suite (39) passera, par Pinter- 
médiaire de cette transformation, en une suite 

(41) @'(w',...,w™), O (W, eee, WT), (wt, ..., 07) 

qui constitue la plus générale solution régulière de l’équation 
(34), solution valable dans un voisinage suffisamment petit 
du point W,. 

Démonstration. Nous démontrerons d’abord que le procédé, 
décrit plus haut, fournit exclusivement des solutions régulières 
de l’équation (34). En vertu de la Remarque 6 (§ 5) ce procédé 
fournit des solutions de classe C1 de l’équation (34). Afin de 
prouver que toute solution (41) fournie par ce procédé est 
régulière, il reste à prouver que les fonctions (41) ou, ce qui 
revient au même (cf. $ 5, Remarque 4) les fonctions 


Biwa WM), GEW, ...,W™) 
sont indépendantes dans un voisinage de W,. Or les fonctions 
(42) BUL e.w), Hse CEE) 
intervenant dans la suite (36) sont indépendantes, car les 
fonctions æ/(ut,…,u")= ui (j=1,...,m) sont indépendantes. Les 
fonctions (42) passent, par l'intermédiaire de la transforma- 
tion (38) (dont le jacobien est non nul) en des fonctions indé- 
pendantes 
(43) (al, ee, W), GEW, seep W) 
qui figurent dans la suite (39). Appliquons aux fonctions (43) 
la transformation canonique élémentaire (31) qui est adjointe 
de la transformation (33). Nous obtiendrons alors la suite des 
fonctions 
(44) Btw, ...,w™), GEW, ..., W), (i=1,...,m) 
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qui figurent dans la suite (41). La suite (44) est constituée par 
des fonctions indépendantes dans un voisinage de Wọ (cf. §3, 
Propriété 6). 

Il reste à démontrer que chaque solution régulière de l’équa- 
tion (34), solution considérée dans un voisinage suffisamment 
petit de W,, peut être obtenue par le procédé en question. 

Supposons, à cet effet, qu’une suite de la forme (41) repré- 
sente une solution régulière de l’équation (34), solution valable 
dans un voisinage de Wọ. 

La suite (44) (que l’on obtient en supprimant la fonction 8 
dans la suite (41)) représente donc une solution réguliére (dans 
un voisinage de W,) du système 


à (Bp yt — Py we)=0, (a, B=1,...,m) 


(cf. $5, Remarque 5). On peut, par conséquent, déterminer 
(cf. § 5, Théorème 2) 


1°) une suite de fonctions de la forme (42) qui sont 
de classe Ct dans un voisinage d’un point U, et qui rem- 
plissent, dans ce voisinage, le système 


n ; 
À (ue Ut — Sub Yn)=0, (a, B=1,...,m) 


He ul, =i soo M)s 


2°) une transformation de classe C1? de la forme (38) 
dont le jacobien est non nul dans un voisinage de W, et 
qui transforme W, en Up 

3°) une transformation canonique élémentaire de la. 
forme (31), 


et cela d’une telle façon que la suite (42) et les transformations 
(38) et (31) jouissent de la propriété suivante: 

Si l’on désigne par (43) l’image de la suite (42) par linter- 
médiaire de la transformation (38), alors l’image de la suite (43) 
par l’intermédiaire de la transformation canonique élémentaire: 
(31) coincide avec la suite (44). Il existe donc (cf. $ 2, Thé- 
orème 1 ou $ 5, Remarque 5) une fonction 


S (U U) 
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qui est de classe C1 dans un voisinage de U,, laquelle fonction 
jointe à la suite (42) donne une suite de la forme (36), cette 
dernière suite constituant une solution (valable dans un voisi- 
nage de U,) de l’équation (37). Formons maintenant la trans- 
formation élémentaire de contact (33) adjointe à la transfor- 
mation élémentaire canonique (31). 

En appliquant à la suite (36) la transformation (38) nous 
obtiendrons une suite de la forme (39) et en appliquant, enfin, 
à la suite (39) la transformation (33) nous obtiendrons une 
suite de fonctions 


(45) (wt, ...,W™)y By (WP, «.. 0) + Cy (00, 00030"). 


En vertu de la première partie (déjä démontrée) du pré- 
sent théorème cette suite vérifie identiquement (dans un voisi- 
nage de W,) l'équation 


d($,+ O)= 3] (oo, … rom) di (w, … 0"), 


Il s'ensuit en vertu de (34) que 
d(81+0— 8) =0. 


La fonction §,+0— est donc constante dans un voisi- 
nage de W,. En choisissant convenablement la constante C 
on obtiendra $,+0—$=0, c.-à-d. $,+C=S$ et la suite (45) 
deviendra ainsi identique à la suite (41). En observant que 
la suite (45) a été obtenue par le procédé du présent théorème 
nous en concluons que notre théorème est juste. 


§ 6. Exemples 


Exemple 1. Considérons la multiplicité V d’éléments de 
contact définie par les formules suivantes: 


(1) au, 2O—USiNv, $=4C08SV, 
(2) y9=cosv-+sinvtgo, y2=—tgv. 


C’est une multiplicité d’éléments unis régulière au voisinage 
du point u=0, v=0 car 


D(a, y®) 


ds= yd 1 yD gr) 
Y da? + yd? et Do) 


=— 1+0 pour U0, 00. 
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Le support ponctuel +) (1) de cette multiplicité est singulier 
au point #—0, v=0 car le rang commun des matrices 


D(af),x0), 8) D (20,22) 
D(u,v) D(u,v) 


est égal à 1 au point w=0, v=0 et est égal à 2 pour une suite 
de points convenables tendant vers le point u=0, v=0. La 
multiplicité V (qui est définie au moyen des fonctions analy- 
tiques) ne peut donc pas être obtenue par l’intermédiaire de 
la méthode. usuelle (cf. Introduction, p. 57). 

Soumettons la multiplicité V à la transformation de con- 
tact T définie par les formules 


8000, ÿO= yo, O= y, O=, § =8— yO. 


Nous obtiendrons une multiplicité d’éléments unis Ÿ dont 
le support ponctuel sera régulier au point #—0, v=0, car 


D0, 2) 


DE pour u=0, v= 0. 


La multiplicité Ÿ peut done être obtenue par la méthode 
usuelle (au voisinage du point u=0, v=0), tandis qu’il n’en 
est pas ainsi de la multiplicité V résultant de Ÿ par Vinter- 
médiaire d’une transformation analytique de contact. La pos- 
sibilité d'appliquer la méthode usuelle (dans un voisinage suf- 
fisamment petit du point u=0, v=0) n’est donc pas inva- 
riante relativement aux transformations de contact, même 
lorsqu'on se place sur le terrain des fonctions analytiques. 


Exemple 2. Nous allons construire une multiplicité singu- 
lière d'éléments unis dépehdant d’un paramètre 


(1) =a (t), a'=a(t), s=s(t), y=y(t), P=Y(), 


multiplicité qui est de classe C® dans l'intervalle —1<t<1 
et qui envisagée dans un intervalle partiel quelconque — e<t<e 
(où O<e<1) west située sur aucune multiplicité régulière d’élé- 
ments unis. 


1) C’est un cône de révolution dont le sommet se trouve à l’origine 
des coordonnées, 
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Voici d’abord une remarque bien élémentaire. Soit 
(2) tt 2 (4, ..., UW), : rr) 
où 
(3) m<l 
une multiplicité de points que nous désignons par V et qui est 
de classe C! dans un voisinage d’un point U = (u, ..., um). 
Nous supposons que le rang de la matrice jacobienne 


D(2,..,2) 
DUT; ur) 
est égal à m au point U,. 

Or nous affirmons que parmi les 7 axes de coordonnées du 
système de coordonnées 21,...,2! il existe au moins un axe qui 
possède au plus un point commun avec la multiplicité V, pourvu 
que V soit envisagée dans un voisinage suffisamment petit de Ug. 
En effet: dans le cas contraire l’origine de coordonnées serait 
situé sur V et correspondrait au point U,. Chaque axe de co- 
ordonnées serait tangent, à la multiplicité V quel petit que 
soit le voisinage de U, dans lequel on envisage V. Il existerait 
donc 7 vecteurs indépendants (situés sur les axes de coordon- 
nées du système de coordonnées ¢2,...,2") tangents à V à Pori- 
gine. Or c’est impossible car le nombre maximal de tels vec- 
teurs est égal à m et m<l. 

Procédons maintenant à la construction de la multiplicité (1). 
Désignons par 


y(4,B;t) 
une fonction de la variable ¢ définie dans l'intervalle 
(4) A<t<B 


par les formules 
v(A,Bit)=elt-4?+4-8 lorsque A<t<B 
w(4,B;A)=0, y(4,B;B)=0. 

On sait que cette fonction est de classe C° dans linter- 
valle (4) et que la fonction y et ses dérivées de tous les ordres 
sont nulles aux extrémités de cet intervalle. Considérons main- 
tenant une suite croissante de nombres 

dy, Das Cay yy Aa Day Ca do, Ag, Psy +.. 
qui converge vers zéro et telle que a,=—1. 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVIII 7 
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Nous posons 


a(t)= kylas bst) a(t)=y(t)=y(t)=0 lorsque a, <i<b,, 
w (t)= kry (boot),  P(t)=y*(t)=Y°(t)=0 lorsque bbt C, 
y (t)= P w (t)=2 (t)=y*(t)=0 lorsque ce, <t<d,, 
Y(t) = ky (dr avti), v(t) =x (t)= y (t)=0 lorsque dy << arı. 


Les constantes k,>0 doivent être choisies si petites que les 
fonctions a! (t), æ? (t), y! (t), y? (t) et leurs dérivées d’ordres 1,2, ..., v 
possèdent des modules inférieurs à 1/» dans les intervalles 
Lar, br], [bv, €v], [Cvs do], dr, ar41]. Nous posons 


x (0)=x° (0)= y (0)=4(0)=0 
w(—t)= w(t), y (—t)=y (t), (i=1,2, OKI<1). 


et 


On démontre facilement que les fonctions w'(+),y'(t) sont 
de classe C® dans Vintervalle [—1,-+1]. 
Nous posons 


tir 
st)= | Sy'(t) dw'(t)= 
0 iji 
La variété auxiliaire 


(5) =at), mat), y =y (t), y=y?(t) 


envisagée dans un voisinage quelconque — e<t<e du point t=0 
possède en commun, avec chacun de quatre axes z',a#, yt, Y”, 
des points différents de l’origine. 

Considérons maintenant une multiplicité régulière quelcon- 
que d’élément unis 


wt =D (ut... UW) Y= (U, e Un) (i=1,2) 
(9) S= e (Ul ee UT) 


Le rang de chacune des matrices 


DRE ງູ 1958) 
i) 
| 


Dé, ÿ*, ÿ?) 
Du, uw") 
est égal à m ($ 5, Définition 1 et Remarque 4). On a 1<m<2 
(v. $5, Théorème 3). Si la multiplicité d’éléments unis (1) 
envisagée dans un voisinage — e<t<e était située sur la multi- 
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plicité réguliére (6) alors la multiplicité auxiliaire (5), envisagée 
dans le méme voisinage, serait située sur la multiplicité 


(7) w=0'(w, ..., UW), yl=ÿt(ul,…., WT), 


En rapprochant cette multiplicité de la multiplicité (2) nous 
voyons que /=4, l’inégalité (3) est donc remplie. En vertu 
des faits acquis tout à l’heure nous voyons que la multiplicité 
(5) envisagée dans l’intervalle — e<t<e ne peut pas être située 
sur la multiplicité (7) et que par conséquent la multiplicité (1), 
envisagée dans le même intervalle, ne peut pas être située 
sur la multiplicité (6). 


§ 7. Application aux transformations canoniques 


Définition 1 des transformations canoniques. Considérons 
une transformation de la forme 


(1) 


we XD, 0000" Ys oY") 
Y= Y (2,000, y. y"), 
transformation subordonnant aux points æ1,..,a",yl,..,y" de 
l’espace à 2n dimensions des points %1,..,7",71,...,7" du même 
espace. 

La transformation (1) est dite être canonique dans un 
ensemble Æ lorsqu’en tout point de Æ sont vérifiées les équations 


se aX: à 
? 
/ 


) Cian) 


l J BY! OX OY 
(2) 2 o aye yË 2 0, 
i/1 
n 
OX! OY! ax! 2 
DE PRIE CORRE (a, B=1,.….,n) 
a OF P Ope «By 9 yc009 Uy 
T dx dy Q? ow 


où 0,4 désignent les indices de KRONECKER 1). 
Les équations (2) peuvent étre écrites au moyen de bete 
de LAGRANGE sous la forme suivante 


(3) [r*,]=0, [y",yf]=0, [2y ]= das (a, p=1,...,%) 


1) On a dag=0 lorsque «+£ et dag=1 lorsque a—8. 
7* 


100 T WAŻEWSKI 


Nous nous occuperons dans la suite des transformations 
canoniques (1) seulement dans le cas où les fonctions X‘, Y: 
sont de classe C?, c.-à-d. lorsqu’elles possèdent des dérivées 
partielles continues du premier ordre. 

Voici un théorème résultant immédiatement du Théorème 1 
du § 2. 


Théorème 1. Supposons que les fonctions XY! figurant 
dans (1) soient de classe 0" dans un ensemble ouvert et con- 
vexe Q (situé dans l’espace à 2n dimensions composé de points 
(0, 000", y... y") 1). 

Cela posé, la condition nécessaire et suffisante pour que la 
transformation (1) soit canonique dans £2 consiste en ce qu’il 
existe une fonction S(x}, ... 8", Y!, Y”) qui est de classe C1 
dans 2 et qui vérifie, en tout point de 2, l'équation 


(4) as} YaxXi— 2 yida. 
t i/1 


Démonstration. Adressons-nous au Théorème 1 du $ 2. In- 
troduisons au lieu de variables indépendantes 


1 m 
U y U 


les variables indépendantes 


(5) Dy eeey DP y" 
et au lieu des fonctions (1) et (2) à la page 69 les fonctions 
(6) or PART A a Thr 


On observe facilement que les équations (5) à la page 70 
prendrons maintenant la forme (3) (page 99)2?). Il s’ensuit 
immédiatement que le présent théoréme constitue un cas parti- 
culier du Théorème 1 du § 2. 


1) Le présent théorème est juste aussi sous l'hypothèse que 9 est ouvert 
et constitue l’image homéomorphe de l’intérieur d’une sphère à 2n dimen. 
sions (pf. la note en bas de la page 70). 

2) Les nombres m et n figurant dans le Théorème 1 du § 2 sont 
donc maintenant remplacés par 2n. Il va sans dire que les fonctions 
Dt, ...,0",—yt,...,—y”" figurant dans (6) peuvent être considérées comme 
des fonctions de toutes les variables (5). 3 
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Remarque 1. En s'appuyant sur la définition des trans- 
formations canoniques on vérifie immédiatement que les trans- 
formations élémentaires définies dans le § 3 (page 74) sont cano- 
niques dans l’espace de tous les points (5). C’est pour cette 
raison que ces transformations seront appelées dans la suite 
transformations canoniques élémentaires. 


Théorème 2. La classe de toutes les transformations cano- 
niques de. classe C1 constitue un groupe de transformations. 

Il nous sera commode d’énoncer ce théorème sous la forme 
suivante. 

Supposons qu’une transformation T (que nous écrirons sous 
la forme (1)) soit canonique et de classe C1 dans un voisinage 
du point 
(7) Wet, Phy syns 

Supposons ensuite qu’une transformation B 

w= ai (Et, 0.0, Er, 0 090") 
Y= pi (E, ee, Ey yoy 0”) 
soit canonique et de classe C! dans un voisinage du point 


} (transformation B) 


(8) | Eee gogik: 


Supposons enfin que le point (7) représente limage du 
point (8) par lintermédiaire de la transformation B. 
Ceci étant, nous affirmons que la transformation 


TB 
que nous écrirons sous la forme 


Be y (En 00,8", ml, 9") 
Y= 0 (E1, n.a E, 7... N”) 
est de classe C1 et canonique dans un voisinage du point (8). 


| (transformation TB) 


Démonstration. En vertu du Théorème 1 du présent para- 
graphe il existe une fonction S de classe C1 qui remplit identi- 
quement l’équation (4) dans un voisinage du point (7). Il existe, 
pour la même raison, une fonction o (¢!,..., 7") qui est de classe C1 
dans un voisinage du point (8) et qui remplit identiquement, 
dans ce voisinage, l’équation 


do = > bida'— S'rid£t. 
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En vertu de (4) on aura, dans un voisinage du point (8), 
Pidentité 
BS) sp = 3 (X'e d{(X*)s}— (Y')s di(w') Bj = ZX 8 dy — X p'da 1). 


En ajoutant les deux identités précédentes nous obtien- 
drons, dans un voisinage du point (8), l'identité 


d(O) + oj= 3) 0'dy'— X q'dé'. 


Il en résulte, en vertu du Théorème 1 (§ 7), que la trans- 
formation TB (qui est de classe Ct dans un voisinage du point (8)) 
est canonique dans un voisinage de ce point. 


Construction de la transformation canonique la plus générale 
dans le voisinage d’un point 


Théorème 3. Nous affirmons que la transformation cano- 
nique la plus générale qui est de classe C1 dans un voisinage 
(suffisamment petit) d’un point 
(9) A a 


peut être obtenue par le procédé suivant. 
Nous prenons d’abord une fonction arbitraire (fonction di- 
rectrice, — ,,erzeugende Funktion“) 


Q (EL, ..., EP, EL, oea En) 
qui est de classe C? dans un voisinage d’un point 
(10) E a 
et telle que le déterminant 
(11) |24 u| + 0 ?) 


ne soit pas nul au point (10). 

1) f étant une fonction des variables x!,.….,y", le symbole (f), désigne 
la fonction des variables &,...,7" que l’on obtient en effectuant dans la 
fonction f(a?,...,y”) la substitution si=gi ($t, ... 7”), yi=Ai(E1,,,.,9"). Cette 
substitution est donc représentée par les mêmes formules que la trans- 
formation B. 


2) Nous avons évidemment [Qi |= — >= —— = — ————. 
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Nous introduisons ensuite deux transformations auxiliaires 
suivantes 
(12) w=E', yl—=—Qu (transformation U). 
(13) SE, f'=Q31) (transformation V). 


La fonction Q doit être choisie de façon que la transfor- 
mation U fasse correspondre le point (9) au point (10). 

Nous introduisons enfin une transformation canonique élé- 
mentaire (cf. Rémarque 1 du présent paragraphe) arbitraire Æ 


zi— goill pn yl 
TGH oo ess 


14 X A NTUE 
ca Py (Et, o Dn, G'ay 


= | (transformation E). 


Cela fait nous formons la transformation T 
Ns T=EVU 
que nous écrirons sous la forme 
(16) z'=X'(xt,.….,yr),g = Yi (x1; ..., yY") (transformation T). 


La transformation T ainsi obtenue constitue la plus géné- 
rale ?) transformation canonique de classe 0+ définie dans un 
voisinage (suffisamment petit) du point (9). 


Démonstration. Nous démontrerons d’abord que la trans- 
formation (15) (qui est évidemment de classe C1) est canonique 
au voisinage du point (9). Considérons à cet effet la trans- 
formation 
(17) W=V.U 


1) Les transformations U et V peuvent être obtenues au moyen de 
la suivante règle formelle: Nous écrivons la condition nécessaire et suffi- 
sante (cf. § 7, Théorème 1) pour que la transformation (18) (v. plus bas, 
page 104) soit canonique et nous écrivons ensuite la différentielle de la 
fonction 2 

J gda S(—y'dx = d8, 
2 Qd! +0,45 d. 


En écrivant la oondition que les variables, figurant aux mêmes places 
dans les premiers membres de ces relations, doivent être égales, nous obte- 
nons les équations (12) et (13). 

2) La plus générale transformation canonique de classe O! dépend 
donc d’une fonction arbitraire 9 (fonction directrice-erzeugende Funktion) 
et d’une transformation canonique élémentaire arbitraire E. 
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et écrivons-la sous la forme 
(18) i= Ri (at, y"), i= Yi(w,...,y°) (transformation W). 


En vertu de (12), (13) et (18) nous avons, évidemment, au 
voisinage du point (9), les relations 


(E) 1 = a, (—2x) u—1—= y! 


(19) - > 
(Fy Aw, 0.59"), (Q) a= Y" (wa.y). 


Dans ces formules la notation ( ),;_1 exprime que, dans. 
lexpression figurant entre paranthèses, les variables &!,& 
doivent être remplacées par des fonctions de variables æ}, ..., Y", 
fonctions que l’on obtient en résolvant les équations (12) 
en #' et &. 

La relation 
(20) 2 Qud! +2 OH dE=02 


est identiquement vérifiée au voisinage du point (10). On aura 
donc dans un voisinage du point (9) l'identité 


Z (0500 Ey) +2 (uE = KA- 


En posant K =(Q)y— nous pouvons mettre cette identité 
sous la forme suivante (cf. (19)) 


(21) 2 Pat, yr) AÈ! (a, ..., y)— Y y'dwi= dS (at, …, y") 
i 


et, en vertu du Théoréme 1 (§ 7), il résulte de cette identité 
que la transformation W est canonique au voisinage du point (9). 
La transformation Æ étant canonique dans l’espace tout entier, 
il en résulte ($ 7, Théorème 2) que la transformation (cf. (15) 
et (17)) 

(22) T=E-W 


est canonique dans un voisinage du point (1), c. q. f. d. 

Il reste à prouver que chaque transformation de classe C1, 
qui est canonique dans un voisinage du point (9), peut être obte- 
nue par le procédé indiqué dans lénoncé du présent théorème. 

Supposons à cet effet, qu’une transformation T de la forme 
(16) soit canonique et de classe C! dans un voisinage du point (9). 
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En vertu du Théorème 1 (§ 7) il existe une fonction § (41, ..., Y”) 
qui est de classe C1 au voisinage du point (9) et telle qe les 
fonctions figurant dans la matrice 


(23) | DE Un, AL (O eee PD. Gd (SY, a) | 
PE yt, EE y", y1 (at, 3 YP) a y” (at, ay") 


remplissent identiquement, au voisinage du point (9), Péquation 
(24) 2 Y'dX'!+}(— y')dx!= as. 
i i 
La matrice jacobienne 


D(a At Ly Yy YP, YY, 00, Y”) 
D(x',.….,a",y},.….,y") 


est d'ordre 2n au voisinage du point (1)1). 
La suite des variables 
Des 
(envisagées comme fonctions des variables indépendantes æ1,...,y") 
constitue (relativement aux fonctions figurant dans la ma- 
trice (23)) une suite principale de n fonctions indépendantes 
($ 3, Définition 2). 

En vertu du Théorème 1 du $ 4 cette suite peut être com- 
plétée par n fonctions figurant dans n dernières colonnes (dif- 
ferentes entre elles) de la matrice (23) et cela d’une telle façon 
que l’on obtienne une suite principale de 2n fonctions indé- 
pendantes au point (9) 2). Désignons cette suite par 


(25) Bh pb EY Ys, (p+q=n). 


1) En effet: cette matrice (dont l’ordre ne peut pas évidemment sur- 
passer le nombre 2m) renferme le déterminant non nul de degré 2n 


D, hs N 

2) Les variables æt, ...,y” jouent maintenant le rôle des variables indé- 
pendantes ų!,... w” intervenant dans le Théorème 1 du § 4 et les fonctions 
Bs, XA, AXE Hre y Y!,..., Y” jouent à présent le rôle des 
fonctions désignées par x!,...,y" dans l'énoncé de ce théorème. Les équa- 
tions (1) de ce théorème deviennent maintenant identiques avec les équa- 
tions (2) à la page 99 qui sont identiquement vérifiées car la transfor- 
mation (16) est canonique par hypothèse. 
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On aura donc, au point (9), Pinégalité 


D (0% 00%, ND XS, EE 10) 
D(a, 0.30", Yt, oea Y”) ແ 
D(X sR YL x) 
D(Y*;...5Y") 
En vertu de la Propriété 4 (§ 3) il existe une transforma- 
tion canonique élémentaire 


0+ 
. (26) 


#0. 


F 


qui transforme la suite des fonctions 
E a a a e aE CAS MIT) 
en une suite de fonctions 
RO A hen X Ore h EOY hea a Oy) 
et cela d’une telle façon que la suite des fonctions 
a A CDS LE AA AE 
passe, par l'intermédiaire de la transformation F en la suite 
BGR co 
Nous aurons donc au point (9) Iinégalité (cf. (26) et la 
Propriété 6 ($ 3)) 
DREN) 
D(y,.….,y") 
Introduisons une nouvelle transformation W (que nous dé- 
signerons au moyen des notations (18)) par la formule 


W=F.T 


(27) +0. 


et envisageons la transformation 
B=F 


La transformation Æ est aussi élémentaire (cf. $ 3, Pro- 
priété 1) et, par conséquent, canonique (cf. § 7, Rémarque 3). 
En vertu des deux dernières relations nous obtiendrons l’iden- 
tité T—E.W, c.-à-d. l'identité (22). 


THÉORIE DES MULTIPLICITÉS 107 


Il existera en outre (cf. Théorème 1 du présent paragraphe) 
une fonction S(x!,…..,y") qui est de classe Ct au voisinage du 
point (9) et qui vérifie, dans ce voisinage, identiquement l’équa- 


tion (21). 
Introduisons la transformation P 
=! 
(28) TRA > (transformation P). 
EX (0',...,Y") 


Désignons maintenant (autrement que dans la première 
partie de la présente démonstration) par (10) l’image du point (9) 
par l'intermédiaire de la transformation P. La transformation 
P admet, en vertu de (27), au voisinage du point (9), une 
transformation inverse que nous écrirons sous la forme. 


w=! 
y'=0 (81, …,E*) 

Nous aurons évidemment, dans un voisinage du point (10) 
l'inégalité 
(30) 


(29) (transformation PT! ). 


D(81,..., 8") 
D(&,..., E) 


Nous aurons aussi dans un voisinage du point (10) les 
identités 


(31) (2), =F, (À), i=, (ypa. 
Définissons maintenant les fonctions yi par les formules 
(32) EE) =) 
et introduisons la transformation Q 
(33) a= E, G =n (E... E) (transformation Q). 


Les relations (31) et (32) entraînent les identités 
(F),=X, (1),= Ÿ 
et de la il résulte (cf. (18)) que 
(34) W=QP. 
Définissons maintenant la fonction @ par la formule 


(35) Q (EL. E")=(8),—1 
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et effectuons dans l'identité (21) la substitution PT, Nous 
obtieridrons en vertu de (31) et (32), dans un voisinage du 
point (10) les identités 


(36) n'=Qx, di=— Qi. 

La fonction Q est donc de classe C? dans un voisinage du 
point (10), car les fonctions 9! et 7! sont de classe C1 au voisi- 
nage de ce point. 

La deuxième identité (36) et l'inégalité (30) conduisent 
immédiatement à la conclusion que l’inégalité (11) est remplie 
dans un voisinage du point (10). Définissons maintenant, 
comme dans la première partie de la présente démonstration, 
par U et V les transformations (12) et (13), la fonction étant 
définie par la formule (35). Il résulte des relations (29), (33). 
et (36) que 

U=P™', V=Q 
d’où l’on obtient en raison de (34) la relation 
W=V.U™. 

De cette relation et de la relation (22) (qui vient d’étre 
démontrée) nous déduisons immédiatement la relation (15), ce 
qui termine la démonstration. 


Théorème 4. Le jacobien de toute transformation cano- 
nique de classe ©? est égal à 1. 

. Démonstration. Soit (9) (cf. page 102) un point quelconque 
au voisinage duquel une transformation canonique T est de 
classe C1. En vertu du théorème précédent on a 

T=EVU *. 

On vérifie facilement que le jacobien de toute transforma- 
tion canonique élémentaire (et, par conséquent, aussi le jaco- 
bien de E) est égal à 1. Il suffit donc de prouver que 
(37) le jacobien de (V-U™')=1. 

_ Or on a (cf. (10), (11), (12), (13)) 


1 Tess On 
le jacobien de y Dre E" OA, nagn) = 


DE nE E,...,En) 
D(Qa,..., Qen 
D(94,..., Qen) =(—1)"{Quig| +0, 


=(—1)" = = 
F D(#',..., é") 
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EL En 1. n 
le jacobien de Ee) 
D(E, 0. E, Ey 0009 E7) 


D (Qp, Qn 


yf fy n pen p ni = 
=(—1) DEE) =(—1)"|Qay|+# 0. 


Il s'ensuit que 
le jacobien de U = le jacobien de V+0 
+t de la on déduit immédiatement la relation (37). 


Théorème 5., Toute transformation canonique envisagée 
dans un voisinage suffisamment petit d’un point où elle est 
de classe O! admet une transformation inverse et cette trans- 
formation est aussi canonique et de classe C1. 


Démonstration. Supposons qu’une transformation T re- 
presentée par les formules (16) soit canonique et de classe C1 
au voisinage du point (9). 
.  Designons par 
(38) eh 
l’image du point (9) par l’intermédiaire de la transformation T. 
En vertu du théorème précédent la transformation T, envi- 
sagée dans un voisinage suffisamment petit du point (9) admet 
une transformation inverse T7! qui est de classe O! dans un 
voisinage du point (38). Il reste à prouver que T7 1 est cano- 
nique dans un voisinage de (38). 

Ecrivons la transformation T7 sous la forme 


w= BU2,...,f"), y'=Hi(B,...,Y") (transformation T™ ). 


En vertu du Théorème 1 du présent paragraphe il existe 
une fonction $ (de classe C1) vérifiant, au voisinage du point (9), 
l'équation (4). On aura donc, dans un voisinage du point (38), 
l'identité 


2 (Fri lX’) Grai d{(x'),-1}= d{(S)y—1} 


' c.-à-d. l’identité 
2 HidB'— 3 g'dzi= d{— (8) p1}. 
i i 


.Il en résulte en vertu du Théorème 1 (§ 7) que la trans- 
formation 7~' est canonique dans un voisinage du point (38). 
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§ 8. Un exemple 


Exemple 3. Nous allons construire deux fonctions X(w,y), 
Y(v,y) jouissant des propriétés suivantes: 1°) elles sont de 
classe C1 dans un voisinage du point 


(1) w=1, Mili 


29) elles ne possèdent aucune dérivée partielle du second ordre 
en aucun point de ce voisinage, 3°) X(w,y)>0, Y(x,y)>0 dans 
ce voisinage 

et telles que les formules 

(2) X=ZX(x,y), Y=Y(2,y) 
représentent une transformation canonique dans ce voisinage. 
Supposons pour le moment qu’une telle transformation ait été 
construite. Il existera (cf. § 7, Théorème 1) une fonction S(x,y) 
qui est de classe Ct dans ce voisinage et qui y vérifie l’identité 

dS =Yd4X—ydx. 
On aura done pour chaque fonction 8 de ce genre 


N(x S,(æ 
X,= GYIES, Xy= p(y) 


`i 


d’où il résultera que la fonction S ne possèdera en aucun point 

de ce voisinage aucune dérivée du second ordre. Malgré cela 
la fonction Q(£,Ë) (erzeugende Funktion) appartenant à cette 
transformation sera de classe ©? (cf. § 7, Théorème 3). 

Afin de construire une transformation canonique (2) en ques- 
tion désignons par 4(0) une fonction continue dans l’intervalle 
0<o<+co qui ne possède pas de dérivée 9'(0) en aucun point 
de cet intervalle et telle que 
(3) 1(2)>0, (0< p< +00), 


-+00 
(4) [nte)de<arete +1). 
0 


1) D’après un théorème de Weierstrass (cf. p. ex. Carathéodory, 
Vorlesungen über reelle Funktionen, p. 590) il existe une fonction (0) con- 
tinue dans l'intervalle 0<o <+-00 et dont la dérivée £’(e) n’existe en aucun 
point de cet intervalle. Il suffira de poser 


1 1 
1(¢)= [4+ aro tgk(e)]- GET -arctg 3. 


THÉORIE DES MULTIPLIOITÉS 111 


Nous posons 
e 
(5) e(e)= | n(e)de. 
0 


La dérivée ¢'(0) est continue dans l'intervalle 0< g<+co 
et la dérivée seconde &’’(o) n’existe en aucun point de cet inter- 
valle. On a 


(6) O<e(0)< aretg <7, tg(e(0))<} (0< e<+00). 


Considérons les transformations auxiliaires 


w=p+e(r), r=r. (transformation À) 
W=FCOSP, y=rsinp (transformation B) 
K=rcosy, Y=rsiny (transformation C) 


et corsidérons la transformation T 
(7) T=CAB™. 
La transformation T a la forme 
X= X(7,y)=7co8e(r)— ysine(r) 
Y= Y (x, y)=xsine(r)+y cos e(r) 
r=Va+ y. 
Considérons un voisinage © du point (1) dans lequel on à 


y 
Ww 


(8) 
où 


(9) w>0, y>0, <? <2. 


On aura dans ce voisinage (cf. (6), (8), (9)) 
(10) r,>0, r,>0, X>0, Y>0. 
On vérifie facilement qu’aucune des dérivées partielles 
@e'(r) de'(r) 
ox ’ dy 
n'existe en aucun point appartenant à ©, car dans le cas con- 
traire la dérivée s’'(r) existerait pour une certaine valeur de r 
(il faut tenir compte des deux premières inégalités (10)). 
En vertu de (7) on a 
DAY) _, 
D(x,y) 


(11) 


(dans 2), 
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la transformation T est donc canonique dans 2 (cf, § 7, Défi- 
nition 1). Il reste à prouver que les fonctions X,Y ne possè- 
dent aucune dérivée du second ordre en aucun point de Q. 
Ona 

Xx=— 8'(r)-r,Y + cose(r) 
et de là (cf. (10)) 
cose(r)—X, 
Se FR DIRE 


Si une des dérivées Xxx, Xyx existait en un point de Q, alors 
une des dérivées (11) existerait aussi en ce point, ce qui n’est 
pas possible. On démontre dans la même voie qu’aucune des 
dérivées X yyy Kxyy X xx Y yxy X xy, Yyy D existe en aucun point de 2. 


e'(r)= 


UN THEOREME SUR LES POLYNOMES 


Par STEFAN MAZURKIEWICZ, Warszawa 


Je ne considére dans cette note que des ensembles plans, 
bornés. Ja vais désigner par 0(A4), »(4), r(A) respectivement — 
le diamètre, la mésure linéaire !) et le diamètre transfini de Pen- 
semble À. Je me propose de démontrer le 


Théorème I. A tout e>0 on peut faire correspondre un n>0 
tel que pour tout continu C de diamètre 1, tout ensemble formé 
ECC satisfaisant à l'inégalité u(C BY et tout cs P(2), 
on a: 

(1) Max |P(2)|< (1+ e)" Max [P(2)|, 


n désignant le degré de P(z). 
Dans le cas où O est une circonférence ce théorème a été 
démontré par M. LEJA ?). 


Lemme 1. C étant un continu, ECC un ensemble fermé, on a: 
(2) | 7(B) = }(0(0)-—u(0C—B)). 
Considérons deux points de ©, dont la distance est égale 
à 0(C) et soit D la droite passant par ces points; soient C;,E,,K, 
les projections orthogonales de C,EÆ,C—E sur D. On a: 
U(K;)=u(C—E#), w(C:)=ô(C), done 
| (By) = p01) — uK) =ô(C)-u(C—E). 


E, étant un ensemble linéaire on a t (E) =$ u(E) $). Comme 
T(B,)<7(B) il en résulte (2) 


1) Pour la definition de la mésure linéaire d’un ensemble plan=length 
óf a set, voir p. ©. Saks: Theory of the integral (1937) p. 53—54. 

3) Math. Ann. 107 p. 68—82, en part. p. 77 ss. L'expression à droite 
de (1) contient chez M. Leja encore le facteur n-+1. 

3) comp. Fekete: Math. Zeit. 32, p. 118. 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVIII. 
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Lemme 2. Soit A=A,+ Ag, A Ay désignant des ensembles 
fermés; 0(A)=1, r(4)>0. Alors: 

(3) Max[7(41),7(42)] 2 {7(4)F. 

On ne peut pas avoir 1(4,)=7(4,)=0, car on aurait t) 
t(A)=—0. Donc on peut supposer toujours que r(4,)>0. La 
condition 0(4)=1 entraîne: 7(4)<1 5), donc si 7(4,)=0 on a 
1(4,)=1(4)>[r(4)F, done (3). Si r(4,)>0, désignons par R”(z) 
le n-éme polynome de FEKETE ê) attaché à l’ensemble À, et 
posons of =VMax IRP (2)| et: Qu(2) = RW (2) RE (2). D’après 

ze j 


ô(4)=1, on a: |RP(2)|<1 pour ze4. Donc: 
(4) A j Max|Qr(2) |5 on: 

ze Jj 
(6) . VMax|Gs(e)| Max (of, 05). 


D'après la relation 7) limoŸ=+(4,) il en résulte: 
n-}00 


(6) lim /Max|Q.(e)| < Max[r(4,);r(44)]. 


Le coefficient de 2°" dans Q(z) étant egal à 1, on a®): 
2n 
(7) /Max|Q,(2)| = 7(4), n=1,2,.…, 


n 


(8) [Max [On(2)| = [(4)F. 


Les relations (6), (8) entraînent (3) c. q. f. d. 


4) comp. H. Ssmuszkowiczéwna: ©. R. Société Sc. Varsovie 
1931, p. 1—7. 


5) On a même z(4)< 7 A pouvant être enfermé dans un cerole 


de rayon ñ comp. Straszewicz: Beiträge zur Theorie der konvexen 


Punktmengen. Zurich 1914, p. 55. 

6) o.-à-d. un polynome possedant les propriétés suivantes: 1) il est 
de degré n et le coefficient de z” est 1, 2) ses zéros sont situés sur À, 
3) de tous les polynomes jouissant de propriété 1, 2) il posséde le plus 
petit maximum en valeur absolue sur À 

7) Fekete: Math. Zeit. 17, p. 235, 236. 

8) 1. 0. p. 234 ss. 


UN THÉORÈME SUE LES POLYNÔMES 115 

Lemme 3. A étant un ensemble fermé tel que 0(A)=1, r(4)>0, 
P(z) un polynome de dégré n, zgage um point où |P(z)| atteint 

son maximum sur A, À un nombre tel que 0< AQ — EX , k le 

nombre de zéros de P(e) situd dans le cercle a on a: 


2 
2n -log {r(4)F k 


(9) k< i 
log = 
4 
On peut supposer que le coefficient de 2" dans P(z) est 1. 
Désignons respectivement par a... A, bi. ÊpYa Ym 108 zéros 
de P(z) situés dans les trois régions: |z—z|&2; Â<|2—20| 5&2; 
|z—2,|>2. Posons: 


(10) P (&)=(2—a,)...(2—a,), 
(11)  P(a)=(e—8,)..(e—85), 
(12) P(2)=(2—y,) ...(8— m). 


On a: n=k+l+m et P(2)=P,(2)Pa(z)P(z). Soit À, len- 
semble de points ze A tels que |z—2,| 22/2. Posons 4,= A—4,. 
On a: (Ap) S 2A<[r(4)B, donc d’après le lemme 2: 
(41) =2[7(4)F. Soit 2, le point où P,(z) atteint son maximum 
sur À,. On aura: 


(13) Paa) =tr(4) tr (A). 

On a: [es —aj| =2201—4>¥2, j=1,2,...,k. Donc: 
(14) Pa)>A. 

Enfin |g, — EF a | 7407] dore: 
(15) P(e) > (AÈ G)" IPs) 
(16) |Plzo)| 4" 2'|P,(20)|. 


D'après la signification de 2,: |P(20)| =|P(2,)|, donc: 


k 
(17) [r(4)]"4(4)™<2'7*, 
8* 
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= n 
w FAR 
(19) k< leu) c. q. f. d. 
og 1 


Corollaire 1. Si A est en outre un continu on peut rem- 
placer (9) par:. 


(20) pe. 


Se, 
ul = 1024 
leg — 1 


En effet dans ce cas r(4) 24, donc log 3 S log32<4?), 


Démonstration du théorème I. Nous pouvons supposer 
que le coefficient de z" dans P(z) est 1. Pour e>0 posons: 


(21) Cher 


] 1 16log 
(22) 1=minimum Cr e mr) 7 
(23) j=. 


Soit z'eC un point où P(z) atteint son maximum sur C. 
Soieut: a,...0,,Py «+P, les zéros de P(z) situés respeetivement 
dans les régions: |2—2’|<1, et |z—2'|>4. Posons: 

P,(2)=(2—a,)...(2—a,) et P,(2)=(2—8,)...(2—8, ,). 

1 
102” C contient de points 2 tels que 
k—2'|Z2»7, donc un continu C, contenu dans le cerclé 
jz—2'| =2n, réunissant 2’ à la circonférence de ce cercle. Evide- 
W(Ci—EÆE,) =<uC—E)<n, donc d’après le lemme 1: 


(24) t (E)Z H0) —a (01 — E>: 


°) une étude directe de ce cas permet d’obtenir ie 
log 5 
4 


Comme 7<1= 
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Donc il existe un z2'“eB,CE tel que: 


(25) [P,(2")|>(41)". 
D'autre part: 
(26) LACET 


2 —By < [z"—8;| 4 Es 1 
z” —By = k — pike =z] 1—2 1—20 < l+e 


D’après le corollaire 1: k< — 3n —’ donc: 


log > 7 


Max |P(2)| 
zeC [P(z’)| o 
Max [PQ Pe] S (aro < RTE 


<(1+e)° : c.q. £. d. 
Corollaire ?. Les conditions du théorème I entratnent: 
2 


(29) t(D) 23; >1(0)—e. 

Corollaire 3°), Si la suite {P,(2)}, où PA(z) est un poly- 
nome de degré n, est bornée sur le continu O à l’exception d’un 
ensemble de mésure linéaire 0, alors on a pour tout ze C: 


(30) im VBE. 
nco 


Si C est en outre une ligne simple fermée, alors $7y"P,(z) 


‘n=l 
converge pour |y|<1 et tout z situé à l’interieur de C ou sur C. 


10) Ce résultat a été démontré par M. Leja (l. 0.$)) pour le cas d’une 
circonférence. | 

Remarque de la Rédaction: Voir aussi F. Leja: Math. Ann. 108 
(1933), p. 517—524. 


SUR UNE PROPRIETE DES DETERMINANTS 


Par A. TurowiIcz, Lwów. 


§ 1. M. WAZEWSKI à posé la question +), quelle est la va- 
leur minima des déterminants du degré n, dont les éléments 
(réels) ax satisfont aux inégalités: 


1 : 
(1) [ax —ôx| < a <a ik= 1,2,- 


Où dy=1, dy=0 pour i+ k; i ,k=1,2,... n et a est un nombre 
positif fixe. La reponse est donnée par le 


Théorème I. La valeur minima des déterminants satis- 
faisants à la condition (1) est égale à 1—na. 


On peut déduire facilement cette proposition d’un théorème 
de M. OSTROWSKI ?). 

La démonstration du théorème de M. OSTROWSKI étant 
basée sur la considération des séries entières de la variable 
complexe, nous allons donner une démonstration élémentaire 
du théorème énoncé. 


Démonstration. Il est évident que le minimum en que- 
stion existe. Nous le désignerons par M. 
Le déterminant 


- Du <- Din 
(2) DEN Ce OÙ br=ôp—a 1,k—=1,2,..n 
bn “ee bon ເ 


satisfait à la condition (1). 
1) Cf. Annales de la Soc. Polon. de Math. T. XVII Fasc. I. p. 130. 


3) A. Ostrowski: Uber die Determinanten überwiegender Hauptdia- 
gonale. Satz I. Comment. Math. Helv. Vol. 10, (1937/38) p. 69. 
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On vérifie aisément par les additions et les soustractions 
convenables des lignes et des colonnes que D,=1—na. 
On a par conséquent 
M < 1—na. 
Pour démontrer que 
M > 1—na 


remarquons d’abord que la valeur d’un déterminant étant une 
fonction linéaire de chaque élément, le minimum M est atteint 
pour | 

| aux — 8x | = a®) 1,k=1,2,...n 


Il suffit donc de démontrer que 


Gti se. Qin 
(3) Oe AALO O >1—na, où Qin = Ok + GE lexl=1, t,k—1,2;...,n 
Oni «ee Onn 
Nous procédons par induction. 
La relation (3) est vraie pour n=1. 
Supposons qu’elle soit vraie pour-n—" (m entier positif) 
et soit 


sH 
(du degré m) la A (3) et Pon a: 


011 ... G1,m+1 
A= 
Om+1,1 «°° Um+1,m-+1 
‘où e ; 
1 > 
(4) ai= da+ BEiky ax mir lew| =l1, 1,k—1,2,..,m+1 
Soit 
492 “ee @2,m-+1 
A = eue. ere 
Om+1,2 +++ Om+1,m+-1 
Vu que < > on peut appliquer au déterminant 4, 


41> 1—ma> Ne > 0. 


3) La remarque a été faite par M. Biernacki, cf. Ann. Soc. Pol. 
Math. loc. cit. 
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Nous désignerons par 4, le déterminant que l’on vuuent 
du déterminant À en remplaçant c; par —1; on voit que 


Nous allons transformer le déterminant 4, en ajoutant 
pour k=—2,...,m—+1 aux éléments de la k-ième colonne les 


ik Cil est 
— 4 


éléments de la premiére colonne multipliés pat — 
l—a> 0). Ainsi 


- 


1—a 0 ... 0 
C. ale 
(6) A= da 22 C2,m+1 > 
Am+1,1 Cm+1,2 +. Cm-+1,m+1 
C22 ... C2,m+1 
(10) |) 565.08 S = (1—a) 4; 
Cm+1,2 +. Cm+1,m+1 
où 
Cu = a — LE yp yh = 2,...M +1. 


= 
Mais pour i>2, k>2 on a Oy=dy=0, donc An = AEn, 
Gik = QE et NOUS AVONS 


WP EnErk 
(7) Cik = Ont hk E 


du + 75 [(1—4)eu—aenesil, i,k = 2,...m+1 


donc 


1 


Ts Kg bh=2,...,m+1. 


|u— dul < 5 Loin 


On peut donc appliquer l'inégalité (3) au déterminant 4, 
et en tenant compte de (5) et (6) 


4> Ga) (1m7) sly 


ce que achéve la démonstration. 
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§ 2. Théorème II. Pour que la valeur d'un déterminant 
satisfaisant à la condition (1) soit égale à 1—na, il faut et il 
suffit qu’ils existent les nombres m.,a, |ml=1, i=1,...,% 
tels que 
(8) Qik = Dik’ Mik ik =1,.:.3% 
où les by sont définis par (2). 


Démonstration. La suffisance de la condition est évi- 
dente. 

On démontre la nécessité par induction. 

Le théorème est vrai pour n=1; supposons qu’il est vrai 
pour n=m et considérons le cas où n=m-+1. 

Soit À un déterminant du degré m+1, satisfaisant à la 
condition (1), pour lequel 


A=1—na=1—(m +1ja. 


On va démontrer que les am sont de la forme (4) avec 
ey=—1 i=1,...,m-+1. Les compléments algébriques des élé- 
ments de la diagonale principale sont positifs d’après le théo- 
rème I, et par conséquent ay=1—a, i—1,...,m—+1. 

En applicant la transformation du $ 1 au déterminant 4, 
on obtient 


C22 C2,m+1 
AE) ER C .| = (1—-a)4, 
Cm+1,2 +++ Cm+1,m+1 
où 
1d Qir — ô Anli) a z 
Cu=an— 3 = ປ, Ee s EE (1— i 152 î,k=2,...m+1. 
Puisque 
A a 
doa ງ 
et 
MU (1 a) — HU < (ao SU (10) El «la < 1—a+a=1 


on voit que 4, a la valeur minima. 
Le théorème étant supposé vrai pour n=m, ils existent 
les nombres 9,,...,®m+1, il=1, t=2,...,M+1 tels que 


a 5 
(9) : Cik = DDr (a=) i,k =2,...m+1 
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ce que pour k= donne 


1—a—1 antul a a : 
1 a-a- ti] 1-35 i=2,...m+i 
donc 
a? = andy i=2,...m-+1, 
et puisque 
lan < a,laul <a pour i—2,...,m—+1 
nous avons 
laul = lau] = à i=2,...,m+1. 


Pour établir que la relation 
[Gul =a 


est vraie pour tous les indices 2+%, 4,k=2,...,m +1, il suffit 
de permuter dans le déterminant 4 la première ligne avec 
la k-iéme, ainsi que la première colonne avec la k-ième, avant 
d’appliquer la transformation précédente. 

Nous voyons donc que les a; sont de la forme (4) avec 
ey=—1, i=1,...m+1 et qu’on a pour C la formule (7). 

En tenant compte de (9) on obtient pour ì=k 


(10) Encu =l OU En = Eti; i= 2,...,m+ 1, 


et pour i+ k, ; 
Ent On = a (Ert Ensk) ik= 2. m+ 1. 


lert 0x] =0 ou |eu+0da| = 2. 


Or, la seconde égalité est impossible, parce qu’on aurait 


Il est 


1 
leu enen| = z lEn+ 0d 4|> (m+1)-2> 4, 


ce qui est absurde. Il est donc 


(11) ent EnEn = 9 5 i,k = 2,...M+ 1, ik 
Mettóns 
(12) M =], M= £u pour t=2,...M+ 1. 


En tenant compte de (4), (10), (11) et (12), on vérifie faci- 
lement les relations (8) pour le Er A, ce que achève 
la démonstration. 


SUR UN PROBLÈME DE L’INTERPOLATION 


Par F. LEJA, Krakow 


1. Soit f(x) une fonction continue quelconque définie dans 
l'intervalle fermé <0,1>. 

Faisons correspondre à chaque n=1,2,... un système 
de n+1 nombres Éon;£ins..Ënn de l'intervalle <0,1> satis- 
faisant aux inégalités . 


(1) OS Fon < iin < Enn S1 
et un système de n+1 polynômes des dégrés quelconques 
(2) Po,n(P)y Pi,n(P)y sy Pnn(&)- 


Les Pxn(w) peuvent désigner, plus généralement, des fonc- 
tions continues quelconques définies dans l’intervalle <0,1>. 

Nous supposerons que la longueur du plus grand des inter- 
valles partiels en lesquels les points (1) divisent l’intervalle 
<0,1> tende vers zéro avec 1/n et que la fonction P;,(x) dé- 
pende du point épn. 

Le problème de l’interpolation consiste dans l’approximation 
d’une fonction donnée f(x) par les fonctions (polynômes d’inter- 
polation) définies par la formule 


(3) a(æ) = I, (2;f)= À (Cnn) Paala), n=1,2,... 


qui sera dite la formule d’interpolation correspondante aux 
points fondamentaux (1) et aux polynômes fondamentaux (2). 
Les formules d’interpolation de LAGRANGE et de BOREL sont 
manifestement des cas particuliers de la formule (3). 

Je dirai que l’interpolation, définie par (3), est régulière 
si, quel que soit f(x), la suite {/1,(x;f)} tend uniformément 
vers f(x) dans l'intervalle <0,1>. 
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On sait, que l’interpolation par la méthode de LAGRANGE 
n’est pas régulière. Il existe des fonctions très simples pour 
lesquelles les polynômes d’interpolation de LAGRANGE ne tendent 
pas vers la fonction interpolée. MM. C. RUNGE 1) et E. BOREL %) 
ont, les premiers, attiré l'attention sur ce fait surprenant, 
qui semble être en contradiction avec le théorème de K. WEIER- 
STRASS sur l’approximation des fonctions continues par des 
polynômes. M. BOREL a donné ensuite un exemple d’une inter- 
polation régulière. 


2. Posons le problème général suivant: Quelles conditions 
doivent remplir les polynômes fondamentaux (2) pour que 
l’interpolation correspondante soit régulière? 

Soient a et B>a deux nombres quelconques de l'intervalle 
<0,1>. Pour simplifier le langage désignons par P,(x) la somme 


' (4) Pu SEO, n=1,2,... 
k=0 
et par 
(5) 2 Prn(t) 
<a, p> | 


la somme étendue à tous les indices k (n étant supposé fixe) 
pour lesquels les points rn appartiennent à l'intervalle fermé 
<a,B>. Le symbole (5) aura la signification analogue si l’on 
y remplace l'intervalle fermé <a,p> par l'intervalle ouvert 
de l’un ou des deux cotés: (a,p>, <a,B), (a, B). 

Cela posé, je vais démontrer, que: 

Pour que l’interpolation (3) soit régulière il suffit que les 
trois conditions suivantes soient.remplies: 1° La suite (4) tend 
uniformément vers 1 dans l’intervalle <0, 1>. 

20, Quels que soit l’intervalle <a,B> contenu dans <0, 1, 
la suite 
(6) 2 | Panel D 

a, À 
tend uniformément vers 0 Fr chaque intervalle partiel de <0,1> 
extérieur à <a, p>. 


1) C. Runge: Z. für Math. u. Phys., t. 46 (1901), p. 224-243. 
2) E. Borel: Leçons sur les fonctions de variables réelles, Paris 1905, 
p. 74-79. 
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3° Il existe un nombre M>0 tel que, quel que soit n, on ait 
dans l'intervalle <0,1> 
n 
(7) Z'|Pan(t)| < M. 
k=0 
Démonstration. Supposons que les hypothèses 1°, 29 
et 3° soient remplies et soit f(x) une fonction continue quel- 
conque définie dans l'intervalle <0,1>. 
D’après (3) et (4) on a identiquement 
Hw) — Ha(æ) = f(w) [1 Pa(æ)]+ à, [H@) — (En) Prn(t), 


donc, si l’on pose 


(8). Thon (Bw) = [f(w)—F(En,n)]Pa,n(2)) 
on aura quel que soit w 
(9) æ)— (x) < |fw)| - |1— Pa(z)| + 2 [a,n(@)|- 


Soit w, un point quelconque de l'intervalle <0,1> et £ un 
nombre positif quelconque. La fonction f(x) étant uniformément 
continue dans <0,1> il existe un nombre 8>0 tel qu’on ait 


(10) HaHa) < pr leal <ð. 


D’autre part, f(x) étant borné. dans <0,1>, le prémier terme 
de second membre de (9) tend, d’après l’hypothèse 1°, uni- 
formément vers zéro, donc il existe un indice n,(e) tel qu’on ait 


(11) (fle) —IT,(@)| < $ + Y |Fan(@)| pour n>n(e). 


Désignons par <a,B> l’intervalle de centre x, et de lon- 
gueur ô et soit (a’, 8’) un intervalle plus petit de centre w, con- 
‘tenu dans <a, p>. Posons 


PITO D A Y 27 Zit Bat 2s 


CON (op) <B,1 
et soit |f(x)| <N pour 0 <x <1. Etant, quel que soit x, 


Fran (©)| < 2N |Prn(t)|; 
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on a 
(12) Z <2N- Y|Pan(w)| et E,<2N- X |Pan(®)|. 
a) an 


L’intervalle (a',B') est extérieur à <0,a> et à <B,1> donc, 
d’après l'hypothèse 2°, les seconds membres des inégalités (12) 
tendent uniformément vers zéro dans l'intervalle (a’,6°). Par 
suite, on a dans l'intervalle a'<x<$" 


€ 
PE 


3 % =. pour n >n,(e). 


D’autre part, si @ appartient à l’intervalle (a',B') et Eun 
à <a, f>, on a en vertu de (7) et (10) 
e $ E 
Z = Z lren(æ)| < TH 2, | Prn(e) <ry = 


? 


£ 
4 
donc si a'<æ<f' on a 


(13) If(@)— Mrl) <e pour n> max (nyna). 


On en voit, que chaque point de l'intervalle <0,1> peut 
être couvert d’un intervalle plus petit dans lequel Pinégalité (13) 
a lieu pour tous les n suffisamment grands. Comme linter- 
valle <0,1> est fermé, il existe d’après un théorème de BOREL 
un indice n(c) tel, que l’inégalité |#(w)—IT,(w)|<e a lieu dans 
l'intervalle entier <0,1> pour tous les n>n(e). Par conséquent 
la suite {77,(w)} tend uniformément vers f(x) c. q.f. d. 


3. Il s'élève le problème, si les hypothèses 19, 2° et 3° du 
théorème précédent sont nécessaires pour la régularité d’une 
interpolation. 

Observons, que si f(x) est égal identiquement à 1, la somme 


(3) se réduit à PA(x) = 2 Pra(2) et, par suite, l'hypothèse 1° 


est nécessaire. La res si les hypothèses 2° et 3° sont, 
elles aussi, nécessaires reste ouverte. 

Nous allons seulement montrer que l'hypothèse 3° n eo 
pat satisfaite dans le cas de l’interpolation de LAGRANGE dont 
les points fondamentaux sont équidistants. 
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Dans ce cas on a £kn—k/n et (en désignant £r» plus briè- 

vement par £z) 
(a — $o). (0 — Ep 1) (BP — Erpa) -e (0 — En) 

ao Eo rg A [ET 
pour &=0,1,...,1 i 

Il suffit de prouver que, pour certaines valeurs de k et v, 
le module du polynôme (14) n’est pas borné lorsque n croit 
indéfiniment. 


Soient p et g deux nombres naturels plus petits que n, va- 


riant avec n de manière que le centre æ de l'intervalle P pI 


et le point = restent fixes. On a pour 


_ 2P+1 
4 2n. 
Panl) = 
2p EL 2p. let =, =24(f=p)st1 
hE TORT OW ORO OM A 
UD EL, a 4 2. (#9) 2051 
n n nn mn n m 
d’où 


_1:3-5...(2p+1)-1:3.. (np) +1]. 
(Peal = a (aq) -2°-(2]p—q FD 


Mais 
1.3.5...(2»—1) = qe 
donc 
| Pyn(æ)| = (2p)! [2(n—p)]! (2P +1) 


p! 2P- (n—p)! 2P -q! (n—q)t 2° -(2]p—g] +1) 
_ (Cpf2(n—p)l(2p+ 
p! (n—p)! g! (n—q)! 2° (2|p—aq|+1) 
En tenant compte de la formule de STIRLING 
n! =n" e" 2mm - e, où 0<e<1, 
on obtient | 
| Pyn(æ)| EE TT ee 


ang in telp-d+0 7 
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où en tend vers zéro avec 1/n. D’autre part, étant 


on à 
(15) | Pon(æ)| = 
18 1 + 
a (1—8) n fre) 4@):z 
ou Aw) =| 8— 2o 55 + 
2p +1 


Faisons varier n, p et q de manière que les points w= on 


et Wy =q/n restent fixes et observons que l’expression 


(16) 

tend vers 
aæ*(1—æ)* 
a (1—%0) 


lorsque n—>co. La fonction y=m(1—w)™* décroit dans la 
prémière moitié de l'intervalle <0,1> de 1 à 1}, et croit dans la 
seconde de 1/, à 1 donc, si [æ—4| >|æ,—+|, l'expression (16) 
surpasse 1 dès que n est suffisamment grand. Par conséquent, 
le module du polynôme (15) croit indéfiniment au point 
2p +1 

2n è 
|æ—+4| soit plus grande que la distance |xọ— 4l. 


lorsque n tend vers l'infini pourvu que la distance 


SUR LA GENERALISATION DUNE FORMULE DE 
LANCRET CONCERNANT L’UNIFORMISATION DES 
ÉQUATIONS DE FRENET 


Par Sr. GOŁĄB, Krakow. 


On doit à LANCRET la simplification suivante (la formule (3)) 
des équations de FRENET dans un espace euclidien à trois 
dimensions. Etant donné dans un R, une courbe C non iso- 
trope et en désignant par s l’arc de cette courbe et par ti tats 
respectivement les vecteurs: tangent, normal principal et bi- 
normal, associés avec le point mobil de la courbe C, on a les 
équations de FRENET: 


dt dt dt 
T = Hylgy T == — Hyly + als, P = — Hobo. 


(1) 
Les scalaires », et x, s’appellent respectivement la courbure 
(première) et la coubure seconde (torsion) de la courbe C au 
point envisagé. 
Si l’on introduit avec LANCRET le vecteur l1) défini au 
moyen de la formule: 


(2) 1 = ol + mts 

et si l’on désigne par le crochet [v,,v,] le produit vectoriel des 
vecteurs 2,2%, les équations (1) peuvent être mis sous la forme 
très simple: 


(3) a 


S [ht] (i=1,2,3). 


1) Je cite cette dénomination avee M. R. Rothe, EERE 
metrie I, Berlin 1937, Sammlung Gôüschen, p. 34. 

Il faut remarquer que le vecteur 1 (appelé aussi le vecteur de Dar- 
boux) représente Paxe instantané de rotation du trièdre mobile (t,,¢,,03)- 
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Le but de la note présente est une généralisation des formules 
(2) et (3) au cas, où notre espace est un espace Vn, c.-à-d. un 
espace riemannien à n-dimensions pourvu d'un teuseur métrique 
définissant une forme positivement définie. 

Les équations de FRENET prennent dans un espace V, la 
forme suivante ?): 


ds “ha 

(4) a = —z tiit iti 1=2,...,n—1 
dt, | 
Da = An tn—ı 

ce qui peut être encore écrit sous la forme abrégée: 

(5) D natat i t=1,...,n 


si l’on pose 
(6) #0 = %n=0. 

Nous donnerons aux équations (5) une autre forme. Nous 
introduirons dans ce but la notation 
(7) SR Url LS ren 
pour le 4-vecteur simple (einfacher p-Vektor selon la termino- 


logie de M. SCHOUTEN), défini d’une façon univoque, si la 
suite (ordonnée) de vecteurs (contrevariants) 


(8) CE) 
est donnée). Si k=n—1, c’est à dire si un n— 1-vecteur 
(9) nerve 


est donné et si en outre ce n—1-vecteur n’est pas dégénéré, 
ou ce qui revient au même, si les vecteurs v,,...,Un—1 ne sont 
pas linéairement dépendents, on peut attribuer d’une manière 
univoque au #—l-vecteur (9) un vecteur (contrevariant) v*, 
défini par l’intermédiaire du e-tenseur et appélé le produit 


2) Cf. p. ex. Schouten-Struik, Einführung in die neueren Methoden 
der Differentialgeometrie, tome 2, Noordhoff 1938, p. 14. 
3) Cf. p. ex. Schouten-Struik, 1. c.2?), tome 1, p. 16. 


| 


| 
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vectoriel des vecteurs %,,..,%, 14). Nous le désignerons par 
le symbole: 


(10) v* = [v ~.. 30n1]*. 


De méme, si le symbole w représente un k-vecteur simple 
issu de la suite (8) et si l’on adjoint un vecteur v, alors Je 
symbole [w,v] représentera le k+ 1-vecteur [v,,0g, «+ Pky V]. 

Nous construirons un (7—2)-vecteur L comme la somme 
d’un certain nombre de (n—2)-vecteurs fondamentaux, définis 
au moyen des vecteurs: 

(11) Est 

Quant’ à la suite (11), nous supposons le cas général où 
tous les vecteurs (11) sont linéairement indépendants. 

Nous posons 


(12) Ty = Lies BR—1y pts ct tot tn] SI Se | 
Le nombre de tous les n—2-vecteurs possibles (12) est 
evidemment Et) = ll Nous choisirons parmi ces (n—2)- 


vecteurs (12) lès (n—1) vecteurs bien définis et construirons 
la quantité L comme suit: 


n—1 
(13) L= ຂ ky-Ip34-1 (hy= x) 


Nous affirmons que les équations (5) peuvent étre mises 
sous la forme suivante: 


dt ; 
(14) a td" i=1,2,...,n 


Démonstration. L'hypothèse (6) nous permet d’écrire (13) 
sous la forme: 


n 
(15) L= 2 ky Ijj+ 
Nous démontrerons tout d’abord la relation suivante: 


1 sin est impair 


(16). t = Oltitis ce tn tas e009 bi—11* où = { (—1)! si n est pair 


1) Cf. p. ex. Levi-Civita, Der absolute Differentialkalkül, Springer 
1928, p. 78. 


9* 
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Pour cela nous envisagerons le long de la courbe C les 
coordonnées géodésiques. 5) En tenant compte du fait que 
chaque vecteur t; est un verteur-unité et qu’ils sont perpen- 
diculaires deux à deux, nous aurons: 

si A=W m IL fi QE 
AM — ງ 
(17) 9 1 si Ap’ 2 l si vå 


où t, représente la »-ième composante du vecteur ¢;. 
Si nous posons: 

(18) v= [tii etn teatis, 

nous obtiendrons d’après la définition du vecteur v*: 


Loi: vl 
oE hy ‘Cy a 
= tpt 1 


(19) Dis vi] fit E 
Æ viy gp CE ft, dope Ge el» VAE els = 
= 6i+1,...,1—1,ve 


On voit donc, que 
w =0 pour +1 
(20) Mie 
 Vi+1,,,.,1—1,f 

Il s’en suit de la définition du e-tenseur que l’on a dans 
notre système des coordonnées (9=|92,|=1): 
21 { €1+1,...,t—1,t = 1 si n est impaire, 
(22) GS one i=(—1)! si n est paire. 

De (19), (20), (21) et (17) découle immédiatement la for- 
mule (16). Calculons maintenant le second-membre de l’équa- 


tion (14). Ona 
[£,b]* = | > kit} = à ilI; j+t]* = 
A 


= > kif ty. nt = 
= kilas +9 + sono UT Ri-i[ as co ti—2tit1s «= Dns tt = 
= kilt- lit bi tips- ee 
Rs kilt.. stiz titiis- A E 
Deux cas sont maintenant à distinguer suivant que n est 
paire ou impaire. 


(22) 


5) Cf. p. ex. Schouten-Struik, l. c., tome 1, p. 100. 
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Si n=2m on a 
(23) { [a oll ta í esta] Fo Cia 808 tn ti, oao t]* 
[pia iit, t,t: 
Si n =2m-+1 les formules correspondantes deviennent un 
peu plus compliquées: 
(24) fiat tba tft bossa tit 
[et = ee lt 
et par conséquent: 
[ls t1 blason] = (—1)n DA tipy 0009 Bny tiet] 
[bay da Bly titise bn] * = (I) t.e inti- st-2]*. 
Nous avons donc dans le cas où n=2m+1: 
[L, ti] * = kiltite, ooo Insti, eso t;] RE te 
+ kilta ro ln tis tel (1) Sri 
=— kilti she) + ht tilf, 
donc, d’après (16) on a 
(26) EL, 4] =— kitit kitipi. 
Dans le cas n=2m on parvient à la même formule, car 
[L, ໄເ] ¥ = kitr+2y ti] *(—1)r it + kimilti … oti2]*(—1 ) 
(27) = kitea (I) hy sti (1) Et 
= kitrgi{(—1) kii (AP = ky + kitisi 
En tenant compte des équations (5) nous voyons que notre 
formule (14) est ainsi établie. 


(25) 


SUR UN PROBLEME DE LA METRIQUE ANGULAIRE 
DANS LES ESPACES DE FINSLER 


Par A. BIELECKI et ST. GOŁĄB, Krakow. 


Le but de cette note est la démonstration de deux propo- 
sitions concernant la métrique angulaire des espaces de FINS- 
LER!). Il existe dans ces espaces plusieurs définitions de la 
mesure d’un angle qui ne sont pas équivalentes ?). 

La mesure d’un angle proposé par M. FINSLER dans sa 
thèse) ne possède en général aucune des deux propr'étés 
suivantes: 1°) l’additivité, 2°) linvariabilité par rapport au 
changement des côtés de langle. FINSLER même a résolu) 
(moyennant certaines hypothèses concernant la regularité de 
Pindicatrice) le problème pour quels espaces sa mesure angu- 
laire est indépendante de l’ordre des côtés. Le problème de la 
détermination de tous les espaces de FINSLER pour lesquels 
subsiste la propriété 20), posé et résolu par S. GOŁĄB, a été 
ensuite généralisé par A. BIELECKI (théorème I) qui a en même 
temps généralisé le théorème de M. FINSLER (théorème IT). 

Comme les problèmes de la métrique angulaire appartiennent 
essentielement à la géométrie plane et que l’extension de ces 
problèmes aux espaces à plusieurs dimensions ne présente pas 
des difficultés dans notre cas, nous nous bornons au cas d’un 
espace de FINSLER à deux dimensions. A cause du fait que le 


1) P. Finsler: Über Kurven und Flächen in allgemeinen Räumen. 
Dissertation Gottingen 1918. i 

2) S. Gołąb: Einige Bemerkungen über Winkelmetrik in Finslerschen 
Räumen. Abhandlungen d. Internat. Mathematikerkongresses in Zürich 1932. 

$).1. c: 1); p. 38 et 39. 
es) in AI 
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problème est local il suffit d'envisager un espace plan de 
MINKOWSKI. Un tel espace est déterminé si l’on donne dans 
un plan euclidien un ensemble I, appelé indicatrice et un 
point O dit l’origine de l’indicatrice. L’indicatrice possède 
la propriété d’avoir avec chaque rayon issu de O un seul et 
unique point P commun (qui peut être éventuellement rejeté 
à l’infini). 

Pour citer (et en même temps généraliser) la définition 
de la mesure augulaire au sens de M. FINSLER il faut 
préciser tout d’abord la notion de la demi-tangente au point 
donné d’une courbe représentée paramètriquement. Étant 
donné un ensemble plan C défini par l’intermédiaire des équa- 
tiôns paramétriques: w=p(t), y=y(t) pour a<t<B; pour une 
valeur de t=t, où a<t,<f nous dirons que C possède au point 
Plp(to);p(to)] une demi-tangente à droite (paramètrique), si 
les fonctions y et y sont pour t=t, continues à droite, si pour 


— 
h>0 on a P(t,+- h) -P(t,) et si en outre le rayon P(t,) P(to+h) 
tend vers une position limite quand %—> 0-+ 0. 

Introduisons dans notre plan de MINKOWSKI un système 
de coordonnées cartésiennes (7,y) en prenant O comme ori- 
gine et le système de coordonnées polaires (p, 0) lié au système 
cartesien par des relations: 


(1) æ=çọ cosp, Y=o0 Sin p, 


où y est la mesure euclidienne de l’amplitude. 
L’équation de l’indicatrice 7 peut être alors écrite en coor- 
données polaires: 


(2) e=f(p) 0<p<27, 
où 
(3) OKf(p + co. 


Définition. Soient 7, et r, deux rayons issus de 0. Si 7, =7,, 
nous posons tout simplement m(r,7>)=Mm(r2,11)=0. Si r, est 
opposé par rapport à ri, nous poson M(r72)=M {T2 T1) =T. 
Supposons maintenant que r,+7,.et 7,—7,. Supposons en 
outre que l’indicatrice 7 possède au point P, sur rı la demi- 
tangente paramètrique t, (où l’amplitude w est prise comme 
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paramètre) dans le sens du rayon f, Nous posons ‘avec 
M. FINSLER *) 


(4) M(T15T2) = are in 00 ; 
P, étant le point de l’indicatrice situé sur r,, et Q étant le point 
d’intersection de la demi-droite i avec r,. Dans le cas où 
t, ne coupe pas le rayon r, il faut prendre l'intersection des 
prolongements des rayons #, et 7, et attribuer à la mesure OQ 
un signe négatif. Si enfin t, est parallel au 7, nous posons 
m(T1y3)=7/2. Nous obtenons dans ce cas un couple de direc- 
tions transversales. 

Remarque. Il suit de la définition précédante que pour 
certains couples de directions 7,,7, la mesure m(r,,7.) peut ne 
pas exister, notamment si I est privée de la demi-tangente 
au point P,, ou que Q se confond avec l’origine O. 

Remarquons encore que la mesure angulaire définie ci- 
dessus n’est pas nécessairement réelle. Mais dans le cas d’une 
indicatrice convexe la mesure (4) résulte réelle pour chaque 
angle. 

Nous affirmons que, si l’indicatrice I est une ellipse ayant O 
pour centre, la métrique angulaire définie par la formule (4) 
jouit des deux propriétés énoncées plus haut, c’est-à-dire l’ad- 
ditivité et l’invariabilité par rapport à la permutation des 
côtés des angles. En effet, le deuxième membre de la formule (4) 
est un invariant par rapport aux transformations centro- 
affines de notre plan. En transformant, par conséquent, notre 
ellipse en cercle nous obtenons la métrique angulaire eucli- 
dienne possédant les propriétés bien connues. 

Pour simplifier la manière de dire nous fairons encore la 
convention suivante: 

Convention. Trois rayons 7,,7,,73 issus de O seront appélés 
consécutifs, si +, coupe un certain segment dont une extremité 
se trouve sur 7,, la deuxième étant sur r, et les deux extré- 
mités étant différentes de O. 


5) M. Finsler suppose dans sa définition l’existence d’une tangente 
bilatérale. 
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Théorème 1%). Si l’indicatrice T est depourvue des points 
à l’infini et si elle possède dans chaque point P une demi- 
tangente bien detérminée (dans un sens fixe de rotation, 
que nous appelons positif) et si la relation 


(5) M(Ti t2) + MT gy 73) = MT 1573) 


est vérifiée pour tous les trois rayons consécutifs 7,,7,,73 dans 
ce cas l’indicatrice I représente une ellipse ayant O comme 
centre. 

Remarque. Nous démontrerons en réalité un théorème 
plus général en supposant les hypothèses suivantes: 

1) il existe deux rayons 7,,7, tels qu’aux points correspon- 
danss P, et P, l’indicatrice I a les demi-tangentes dans 
le sens positif, 

2) les droites t, et tą ne passent pas par O, 

3) la demi-droite tł ne passe pas par P,, 

4) la demi-droite t, coupe le rayon r, (en un point Q), 

5) la relation (5) subsiste pour tous les trois rayons conse- 
cutifs 717273 pour lesquels les mesures M(ru Te); M(To, T3); 
m(7,,73) sont définies. 

Démonstration. L’indicatrice I ne peut pas se réduire 
au seul point 0, parce que dans ce cas la demi-tangente n’exi- 
Sterait pour aucune valeur de p; il existe, par conséquent, un 
point P de l’indicatrice qui est différent de 0. Sans restreindre 
la généralité on peut admettre que ce point P correspond 
à la valeur p=0 de l’amplitude. A cause de l’hypothèse de 
l’existence de demi-tangente paramétrique, les points de l’in- 
dicatrice pour les y>0 suffisamment petits sont voisins'de P, 
donc aussi différents de O. 


6) Dans l'énoncé primitif de ce théorème, S. Gołąb a supposé la dériva- 
bilité jusqu’au troisième ordre et a obtenu pour la fonction inconnue f(p) 
Péquation différentielle du troisiéme ordre: 


ff” — off" + 12° + 4faf = 0. 


Cette équation était transformée au moyen de la substitution [Ei en 
équation plus simple: 
F” 44F'=0 


qui se laisse facilement intégrer. 
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On peut démontrer que pour une courbe représentée sous 
la forme 
(6) w=f(p) cosp, y=f(p) sin p 


Texistence d’une tangente resp. d’une demi-tangente ne passant 
pas par O est dans l’hypothèse de f(p)>0 équivalent à l’exi- 
stence de la dérivée resp. de la dérivée unilatérale finie. 
Bornons nous à l’entourage à droite du point p=0 dans 
lequel on à f(y)>0. La fonction f possédant partout dans cet 
entourage une dérivée à droite finie ou infinie, possède, d’après 
un théorème bien connu’), une dérivée (finie ou infinie) presque 
partout. Mais l’ensemble des points, où la dérivée admet la 
valeur +co ou —co, est de mesure nulle, donc f(g) possède 
dans le voisinage envisagé presque partout une dérivée finie. 
D'après la remarque précédente, cela signifie que l’indica- 
trice I possède presque partout dans le voisinage mentionné 
une tangente bilatéral: ne passant pas par O. Prenons un 
de ces points, appelons le par P, et désignons par r, le rayon 
corréspondant, par t, la demi-tangente (à droite) en P,. Soit r* 
le rayon issu de O et parallèle au t. Supposons d’abord qu’il 
existe des points de la demi-droite t, n’appartenant pas à I. 
Il existe alors sur I un point P, n’appartenant pas à t, différent 
de O dans lequel la demi-tangente t, ne passe pas par O et tel 
que le rayon r, coupe 7, en un point Q. Examinons maintenant 
le cas où t, fait partie de J. La possibilité que la droite t, toute 
entière appartienne à I est exelue, parce que dans ce cas il 
n’y aurait pas de demi-tangente au point correspondant au 
rayon parallél à —t, contrairement à notre hypothèse. Comme 
la droite t} toute entière ne peut pas appartenir à I, il existera 
un rayon fọ coupant la droite t, et rencontrant l’indicatrice I 
au point P,=0 n’appartenant pas à {,; on peut en outre réaliser 
le fait que la demi-tangente à droite tọ ne passe pas par O. 
Nous affirmons que tọ est parallèle à t. En effet, en appliquant 
la formule (5) aux trois rayons consécutifs 7,,7, et r coupant t, 
nous parvenons, d’après la formule m{r,,r)—0, à l'égalité: 
m(FoT)=M{ro,7)=constans, pour r variable et cette circon- 
stance n’est possible que dans le cas où t est parallèle à t. 


7) Cf. p. ex. Haupt-Aumann: Differential- und Integralrechnung, 
Berlin 1938, t. 2, p. 108. 
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Dans ce cas le couple des rayons (r,,7) remplit les mêmes hypo- 
thèses que le couple (r,,r,) et nous avons ainsi démontré, que 
les hypothèses 1}—5) résultent des hypothèses du théorème I. 

Conservons les notations concernant 7, et 7, et soit 7, l’axe 
des coordonnées polaires. Le plan doit étre orienté de telle fagon 
que l’amplitude du rayon r, soit negative. De plus, efféctuons 
une transformation centro-affine pour obtenir 


(7) H0)=1 
et pour que la demi-tangente t, soit -perpendiculaire à 7,. Dési- 
gnons par le rayon variable en supposant que son amplitude y 


soit positive et suffisamment petite afin que r coupe les demi- 
droites t, et t,. Introduisons ensuite les notations suivantes ê): 


Q = point d’intersection de t, avec 7, 


JDE à p ງ de t, avec r 

S = , y de t, avee r 

w=la mesure euclidienne de l’angle (71,4) 
(8) Po — » » » > > (T2 T1) 


Qo — (Po); e—f(p) 
ao = MTyf72) 
a =m(r3,7) 
B =m{rsr). 
De la condition d’additivité des mesures angulaires: 
B=a,+ a 
nous obtenons cos f = cosa, COsa — sin a, Sin a, d’où 
(9) (cos B — cos a, cos a)? = (1 — cos? ag) (1 — cos? a). 
En exprimant cos ao, COS a, COS PAT Oo, 0, Poy Woy P NOU 
obtenons les formules suivantes: 


OP, _ sin (pot wo) 


EE, 0Q Lo Sin Wg 
(10) cos a jy =¢ cos p 
Ee MOO, sin (Pot wo— p) 
0 one pa 


8) On recommande au lecteur de dessiner la figure en question pour - 
rendre la démonstration plus accessible. 
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En tenant compte de (10), il résulte de (9) que 
1 sin (p;+w—yp) sin (p+ w,) cos p | = 
0, Sin ©, 0, Sin o, = 


sin? (p+) 
E E EO EON fal ah 
(1 oj sin? w u e Posne 


ou 
(11) ocos? (p, +0) Sin? p =(1— 0? cos? p) [ of sin? w,—8in? (p,+-«,)]. 
Remarquons qu’on a 
(12) 4 = of sin? w,—sin? (pHo) + 0 
à cause de la relation 
sin? (p Hw} 0Q? 
A agri 
05 Sin® wg 1 


\ 


dont le deuxième membre est différent de zéro d’après l’hy- 
pothèse (3). En introduisant dans l’équation (11) les coordon- 
nées cartèsiennes (1) et en posant 


(13) u = cos? (pHo) 
on parvient à équation 
(14) 1a? + uy? = à. 


L’équation (14) nous montre que I est une conique (ellipse, 
hyperbole ou ligne droite) pour p>0 et soumis à la condition 
de l'existence de points d’intersection du rayon 7(p) avec les 
demi-droites ttz. 

Nous excluerons les cas de la ligne droite ou de l’hy- 
perbole. La conique (14) représenterait une ligne droite 
seulement dans le cas où w—0. Cette égalité impliquerait 
la relation w,+p,=7/2, ce qui signifierait — comme on le voit 
facilement — que ¢, est perpendiculaire à l’axe de v. Dans ce 
cas nous aurions m(7,,Y)=m(r,,y)=7/2 tandis que m(r,,72) +0 
(Q =P!) et, par conséquent, l’additivité des mesures angulaires 
pour les trois rayons consécutifs 7,,7,,Y n’aurait pas lieu, con- 
trairement à notre hypothèse. Supposons pour un moment, 
que l’équation (14) représente une hyperbole, et appliquons 
une transformation centro-affine, de facon qu’un morceau 
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hyperbolique de 7 corresponde aux valeurs y d’un intervalle 
[pp] où p,<0, p,>0, que la demi-tangente correspondante 
à p=0 soit perpendiculaire a laxe polaire, et que f(0)—1. 
- Alors la demi-tangente t, faira avec laxe polaire un angle 


obtus, le rayon r coupera t, et t, pour toutes les valeurs 0< p< 


et, par conséquent, l’indicatrice 7 sera TA ER par l’équa- 


tion (14) pour toutes les valeurs p, p< z Nous arrivons 


ainsi à une contradiction, parce que l'équation (14) ne peut 
être satisfaite par aucune valeur ọ pour g=arc ctg V=. 

Il nous reste la dernière possibilité, à savoir, que l’équa- 
tion (14) répresente une ellipse ayant O pour centre. Il s’agit de 
démontrer que l’indicatrice toute entière est identique à cette 
ellipse. Exécutons une transformation centro-affine de façon 
que lellipse se transforme en cercle et admettons, que I se 
confond avec ce cercle pour toutes les valeurs y de l’intervalle 


[p,p], où -3 <7< 0, 0<f< 3. Par un raisonnemment ana- 


logue au précédent, nous nous assurons que I est un cercle 


pour toutes les valeurs 0<p< sa, On peut maintenant ,,pro- 


longer“ ce raisonnemment. En se bornant à une portion du 


cercle correspondant à l’intervalle B 5al , nous pouvons la 
9x 


„prolonger“, c.-à-d. montrer que Z est un cercle pour < Kp 3 : 


Après 6 „prolongements“ successifs nous démontrons enfin 
que l’indicatrice toute entière se confond avec le cercle. Notre 
théorème est ainsi démontré. 
Théorème II (Généralisation d’un théorème de FINSLER) ®) 
Si l’indicatrice I ne contient pas des points à linfini et 
admet en tout son point une demi-tangente bien détérminée 
(dans un sens de rotation fixe) et si 


( 15) M{risTe) = MT 3,73) 


9) M. Finsler démontre un théorème analogue sous les hypothèses 
baucoup plus restrictives. 
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pour tous les couples de rayons ”,,r,-issus de l’origine O, tels 
que les deux membres de cette égalité aient un sens déterminé 
par notre définition, dans ce cas l’indicatrice est une ellipse 
dont le centre coincide avec O. 

Démonstration. En conservant les notations précédentes 
supposons que le sens de rotation mentioné dans l’énoncé du 
théorème est négatif. Nous constantons d’abord, de la même 
façon que précédemment, qu’il existe un intervalle p <y <p 
dans lequel p= f(p)>0. Dans cet intervalle l’indicatrice I admet 
presque partout une tangente (bilatérale) ne passant pas par O. 
On peut donc trouver un rayon +, tel qu'au point P, d’inter- 
section de 7, avec I existe une tangente ne passant pas par O. 
Soit tj la demi-tangente positive correspondante. Si la demi- 
tangente tf était contenue dans I, alors au point d’intersection 
de I avec le rayon parallel à ti, il n’existerait aucune demi- 
tangente négative contrairement à l'hypothèse. Lorsque ti” n’est 
pas entièrement contenue dans I, on peut tracer un second 
rayon +, coupant ti et I en deux points distincts Q et P, tels 
qu’il existe au point P, une tangente (bilatérale) t, ne passant 
pas par O. Un couple 7,,7, étant déterminé, nous exécutons 
une transformation centro-affine, telle que t, soit perpendi- 
culaire à 7, et que OP,=1; nous prenons ensuite 7, pour laxe 
polaire et nous conservons les notations précédentes quant’ 
à Por Wp) Co Q, Ry. 

Ceci posé, il existe une tangente à I pour presque toutes 
les valeurs positives de y suffisamment petites. Soit y une de 
ces valeurs, t (p) la demi-tangente négative correspondante, 
t la mesure euclidienne de l’angle que fait t (y) avec le rayon 
correspondant (y). 

Puisque t et 7, sont situés du même côté du rayon r, 
il est évident qu’ils se coupent, ou ils sont parallèls, ou 
bien leurs prolongements ont un point commun. Dans tous 
les cas la mesure m(r,r,) est bien déterminée.. D’autre part 
m(r,7) existe aussi et ne surpasse pas m/2. Alors il résulte 
de l’hypothèse que m(r,r,)=m(r,,7) et, par conséquent, £ et 7, 
se coupent en certain point T; les deux autres cas étant impossi- 
bles. Nous en concluons que 


VB 008 
OR OT 
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On a de même m(r,r,)=m(7,,7), car toutes leg deux mesures 
existent, et par suite: 


où U est le point d’intersection de f ét r, Enfin de légalité 
MAT, Tg) =M(Tz r1) il résulte que 

DER 

00 ow’ 
où W est le point d’intersection de t, et 7,. 

En introduisant les quantités p,,w,w,7 dans les trois der- 
niéres relations on obtient: 
e sin (potop) 0 Sin (T+p5—9) 


? 


0, Sin ©, = o sint 
sin (t—ọ) 
cosp = — 
CE osint ’ 


sin (wtp) 


09 Sin ©, OS 


En éliminant la quantité 7, nous obtenons d’après un 
calcul facile, que 
(16) 0? (cos? p+ À sin? p)=1, 
oi 
A=—ctg p: ctg (Pot wo). 
L'équation (16) est satisfaite pour presque toutes les valeurs 
de p positives et suffisamment petites, c’est à dire que l’on a 


Jt 
7 ER A ne 
SC He) Vcos? p-+4A sin? g 


presque partout dans un intervalle 0<p<g* suffisamment 
petit. Le premier membre de la dernière égalité étant continu 
à gauche et le second étant continu, on en déduit immédiatement 
que légalité (17) subsiste dans tout intervalle envisagé. Une 
portion de Z est donc identique avec la conique (16). 
Observons que p+ w, est la mesure euclidienne de l'angle 
que fait la demi-tangente t} avec l’axe de æ. Supposons que 
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A<0. Nous aurions dans ce cas ctg (wtp) <0 (sinp, étant 


négatif), c’est à dire wtp z Alors chaque rayon r(y) 


correspondant à une valeur 0<p<r devrait couper les 


demi-tangentes tf et # et par conséquent, l’identité (16) serait 
valable dans tout intervalle (0,7/2). Dans le cas 4=0 la demi- 
droite z=1, y>0 serait contenue dans I et l’indicatrice n’aurait 
pas une demi-tangente négative pour w=x/2, contrairement 
à l’hypothèse. Dans le cas 4<0 nous aurions aussi une contra- 
diction, parce que l’équation (16) ne pourrait être satisfaite 
pour p= arc ctg /—2, par aucune valeur de o. 

Le coefficient 4 est done positif, et par suite, une portion de 
Pindicatrice ZI est une ellipse au centre 0. Nous transformons 
cette ellipse en un cercle, ensuite nous ,,prolongeons“ de proche 
en proche un arc circulaire contenu dans I de la même façon 
que dans la démonstration du théorème I, et nous nous assurons 
que l’indicatrice est un cercle. Notre théorème est ainsi dé- 
montré. 


SUR LES SOLUTIONS DE L’ÉQUATION LINÉAIRE DU 
TYPE PARABOLIQUE DETERMINEES PAR LES CON- 
DITIONS INITIALES 


Par MIROSŁAW KRZYZANSKI, Krakow. 


1. Le problème que je vais traiter dans le présent travail 
concerne l’équation linéaire normale du type parabolique: 


=: du du 
2 AM ns) ag Pom) dy Ne 
(1) Ç du ) 
Qi(By5Poy -e PmyY) = F CL Loy = my YIU- 
12  ( 1929.) 9) 3, Gr 1310007 1Y 
+ (Gi, Pgs Pm Y), 
la forme J AxäAx étant définie positive et b>0. On peut 
ik= . 
Pécrire: ; 
P(u) + f=0, 
en. désignant: 


m m 
ou ou i Pü 
Po =o + È Mag tw Da Taa 


L’équation (1) intervient dans la théorie de la propagation 
de la chaleur et des autres phénomènes ayant le caractère 
de la diffusion. La variable indépendante y est alors une va- 
riable du temps et les x; des variables de l’espace. 

Soit plL Wp, ---yWm) une fonction continue des 4. On cher- 
che une solution de l’équation (1) satisfaisant à la condition 
initiale: 

(2) UD) Loz ee Pmy 0) = Plr Laye. Um). 
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L’équation de la propagation de la chaleur dans les sub- 
stances monogènes isotropes: 


(0) a 
; a 

(lorsqu’il s’agit des applications dans la physique, on a m<3) 

c’est le cas particulier le plus simple de l'équation (1). On 

l’appelle brièvement: l’équation de la chaleur. 

La solution de (C), déterminée par les conditions initiales 
est donnée par la formule classique de POISSON; elle se pré- 
sente sous la forme de l’intégrale de WRIERSTRASS. Cependant 
la question de l’unicité de cette solution n’a été complétement 
résolue que dans les travaux récents’). Je vais traiter non 
seulement l’unicité de la, solution du même problème pour 
l’équation (1) dans la forme générale, mais aussi son existence. 


2. Il sera bien utile pour ce qui va suivre d’introduire 
une classification des fonctions des variables réelles caracté- 
risant la façon de leur croissance à linfini, Nous dirons que 
la fonction P(7,,7,,...,Pm) appartient à la classe Ha (a>0) lors- 
qu’il existe deux nombres constants et positifs M et K tels que: 


|P(w1,W2,...ybm)| < M exp [KS PU pour —oo<%<+00, i<m. 


Nous distinguerons aussi des classes particulières E,(M,K) 
suivant la grandeur des constantes M et K. 

Dans la classification des fonctions intervenant dans ce 
qui va suivre on les considérera seulement en tant que les 
fonctions des w;. Nous allons voir qu’à condition que les coeffi- 
cients de (1) soient continus et bornés, il ne peut exister dans 
la classe Æ, plus qu’une solution de notre problème. 


l 1) E. Holmgren: Sur les solutions quasianalytiques de Véquation de 
la chaleur. Arkiv för Matematik, Astron. och Fys. 18 (1924), M. Picone: 
Sul problema della propagazione del calore in un mezzo privo di frontiera... 
Math. Annalen, t. 10 (1929) 701—712. A. Tychonoff: Théorème d'unicité 
pour Véquation de la chaleur. Recueil Math. Moscou, 42 (1935) 199—215. 
M. Nicolesco: Sur Péquation de la chaleur. Comm. Math. Helv. 10 (1927) 
3—17. S. Ticklind: Sur les classes quasianalytiques des solutions des 
équations aux dérivées partielles du type parabolique. Nova Acta Regiae 
Soc. Sc. Upsaliensis. Ser. IV Vol. 10 Nr 3 (1936). Thèse du doctorat. 


EQUATION DU TYPE PARABOLIQUE 147 


Quant au sujet des paragraphes des travaux cités, concernant la même 
question d’unicité, M. Picone expose une méthode générale de la démon- 
stration de l’unicité des solutions d’une classe des problèmes aux limites 
pour l’équation (1) déterminées dans les domainesillimités. L’auteur applique 
ensuite cette méthode à la démonstration de l’unicité, dans la classe F,, de 
la solution de l’équation (O) déterminée par les conditions initiales (2). 
M. Tychonoff a démontré non seulement que cette unicité subsiste pour 
l'équation (C) dans la classe Æ,, mais de plus qu’elle n’a pas lieu dans une 
classe E24, e étant un nombre positif arbitraire?). Une classe plus vaste 
dans laquelle cette unicité subsiste a été indiquée antérieurement par 
M. Holmgren, qui a démontré qu’une solution u(x,y) de (0) satisfaisant 
aux conditions: w(x,0)—0 et [u(x,y)|< M exp [Kæ lg |z|] pour 0<y<Y, 
est identiquement nulle. M. 'facklind a résolu définitivement la question 
(au cas de l’équation (C)) en démontrant le théorème suivant: Soit h(r) 
une fonction positive, continue, A(r) la plus grande minorante non dé- 
croissante de h(r). Pour que toute la solution de (©) s’annulant pour y=0 
et satisfaisant à la condition [u(x,y)|< M exp [K|x| h(|x|)] soit nulle. iden- 

00 


tiquement, il faut et il suffit que l’intégrale jh soit divergente. 
ñ x 


3. Nous supposons que les coefficients Aiz, a, et c de l’équa- 
tion (1) sont bornés et continus tout au moins dans une 
couche Ry: 0SY<ho, —oo<%<+00, plus précisément qu’il 
existe trois nombres À, a et y tels que: 


(3), | Aixl <4, |a| a, |o|<y (ij h=1,2,...M). 


Il en résulte qu’il existe un nombre À tel qu’on a: 


m m 

(3), 2 Anha SU Z A 

ik=1 j=1 
partout dans Ro, {4} étant un système de nombres quelconques, 
fixes ou variables. Il est utile d'admettre que Y est le plus 
petit des nombres tels que (3), ait lieu partout dans Rọ. Quant 
au coefficient b on suppose l'existence d’un nombre 8>0 tel 
que b>B et en outre que b est borné dans chaque domaine 
limité, de sorte qu’on peut admettre que b=1. Nous le ferons 
dans la suite. 


2) D’après M. Nicolesco l'unicité a lieu encore lorsque a appar- 
tient à la classe E, (l. c.). 
- 10, 
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Dans les considérations qui vont suivre dans le numéro 
présent et le n-ro 4, nous ne supposerons rien sur la fonction f 
outre la continuité. 

Passons maintenant à la construction d’une fonction 
H{(t1,%2,...,%mY5k) des variables indépendantes x; et y et du 
paramètre k, dont noys nous servirons ensuite dans les démon- 
strations de l’unicité et de l’existence de la solution de notre 
problème. 

La fonction H sera de la forme: 


2 
k J'ai 
H(21,%2,..-;8mY 3k) = EXP. EE 


JP | , 
p(k) et v(k) étant deux coefficients ne dépendant que du para- 


mètre k; nous allons choisir ces coefficients de façon que: 
F(H)>0 pour toutes les valeurs des æ; et y. A cet effet posons: 


2 
p(k) = Ak +2; v(k) = E3 + =) mk+y+N, 


4, ô et N étant des nombres positifs arbitraires. 
On a, puisque b=1: 


F(H) — a= ສ 24 —4k = A; +3 — 00; — 


ik=1 


en égard aux (3) on a l'inégalité: 


PR) > uA) SH = > jay — y; 


la substitution des valeurs choisies de y et v (sauf les dénomi- 
nateurs) donne: 


CT Ala; à 1 1 
F(H)>k ai 24 ME (TT) N. 
ະ 2 1—uy 4 5 pô l—py i 
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Supposons que H ne soit défini que dans une couche R: 
O€Xy%Kh, —oco<%<+oo (i=1,2,...,m), dont la hauteur 


b=. Alors: 1—uy>uô, de sorte que: 


2 
Le 


Ainsi F(H) est ue, à unë forme quadratique positive 
définie en {x}. 


Observons que lorsque h,>-—— (ce que nous admettons 


1 
dans la suite), la hauteur h de la couche R ne peut dépasser T 
mais peut en différer peu à volonté, à condition que À et 0 soient 
suffisamment petits. 


4. Nous allons démontrer maintenant l'unicité de la so- 
lution du problème dans la classe Æ,. Si les fonctions u, et ug 
satisfont à Péquation (1) et se réduisent à la même fonction 
PLi Loz. Vm) pour y=0, leur différence u=u;— ü, est une 
solution de l’équation homogène: 


(4) P(u)=0, 


s’annulant pour y=0. Il suffit ainsi de démontrer le théorème 
suivant: 


Théorème I. Si les coefficients Ay ,a, et © satisfont aux 
conditions (3), et sont continus et b=1, la seule solution de l’équa- 
tion (4) s’annulant pour y=0 et appartenant à la classe E, 
est u=0. 

Démonstration. Supposons que la solution u de (4) 
appartienne à la classe E,(M,K). Choisissons 4 >0 et soit 
alors v la fonction définie par l'égalité: 


(5). W(21,W2, ..-y Pm Y) = Uy P23 Dm Y) H(P2P2y +p PmyYy E+). 


Lorsqu’'on substitue dans (4) cette expression pour u, on 
obtient une équation linéaire du type parabolique en v: 


< OEE do (1) 
(6) > Dee 24 Sap oh 


1,k=1 J=1 
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le coefficient c® étant égal précisément à F(H). Comme F(H)>0, 
on peut reprendre le raisonnement exposé par M. PICONE 
dans le travail cité. En effet, si l’on construit un parallélipipède 
rectangulaire Rn, détaché de la couche R par les plans æ—+n, 
où n est un entier positif, la fonction v ne peut atteindre dans Ra 
ni un maximum positif, ni un minimum négatif, que sur la 
partie cn de la surface de Rn, située sur les hyperplans w,= +n 
et y=0. 

Soit PrP, a, .. 0%) un point quelconque de R; pour 
n assez grand, À, contient P, à son intérieur. En vertu de (6) 
on peut choisir le nombre n, de sorte que |v|<e pour n>n, 
sur la surface on, e étant un nombre positif arbitrairement 
petit. On a donc |v|<e porioat dans R, et en particulier en P,. 
Íl en résulte que: v(a, a9, ... 09, y®)=0. Le point P, étant 
un point arbitraire de R, on a: 0(21,%2,...,%m,Y)=0 partout 
dans R et en vertu de (5): u(a1,%2,...,@m,y)=0 partout dans R. 


5. La démonstration de l’existence de la solution déterminée 
par les conditions initiales s'appuie sur le théorème de M. G1- 
EAUD et M. GEVRET 3) sur l'existence de la solution du problème 
aux limites dans un domaine limité. Ceci exige de faire des 
hypothèses supplémentaires sur les coefficients 44. Pour 
fixer les idées, nous supposons qu’ils satisfont à la condition 
de LIPSOHITZ. 

Il s’agit de la détermination de la solution de (1) satis- 
faisant à la condition (2). Remarquons que u est la somme 
de la solution U de l’équation (4) satisfaisant à la même con- 
dition initiale et de la solution w de (1) s’annulant pour y—0. 
Il suffit donc de démontrer successivement l’existence des 
fonctions U et %. 

Nous aurons besoin d’appliquer un lemme concernant la 
fonction H. 


; 1 
Lemme. Dans la coùche Rio: 0 <y'< 0 © 0; 


3) M. Gevrey: Systèmes d'équations aux dérivées partielles du type 

\ parabolique. C. R. Ac. Sc. Paris 195 (1932) 690—692. G. Giraud: Sur 

| certaines opérations aux dérivées partielles du type parabolique. C. R. Ac. 
Sc. Paris 195 (1932) 98—100. 
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— CoO<%< +00, à étant un nombre positif arbitraire et 
p(B, + ke) = 4(F, + hr) U + 4°, subsiste Pinégalité suivante: 


k m 
(8) H{(t1,%2,...,Cm9 5 kitko) >H (21, Po, .--PmyY 3 Ki) EXP. AA 
i Hi 
à condition que: 4 <2(k,+ ka)N. 
Démonstration: Un calcul direct montre que: 


H(21, 823.1- 8m Y; kit kz) = 


2 m 
= H (21,223... WmyY 5 kı) exp. ti Da SP (a=, 
i 1 


avec: P= p(s), m2=u(kit kz), n2=v(lit ke) et v=1(k1). 
Or on vérifie sans difficulté que: v12>71. Comme d’autre part: 
P <2M(%, + ky), on à dans Ris: Ay<4. Il en résulte aussitôt 
la justification de (8). 

6. Commençons par démontrer l’existence de la solution U 
de notre problème pour l’équation (4). 


Théorème II, Lorsque les coefficients Air, ay et c satisfont 
à la condition de Lipschitz et aux conditions (3),, lorsqu’en 
outre la fonction w(W1,%2,...yWm) est continue et appartient à la 
classe E,, il existe une solution U de l'équation (4) satisfaisant 
à la condition (2). Elle est déterminée dans une couche R dont 
la hauteur h dépend des coefficients de l'équation et de la fonction y. 
La fonction U appartient aussi à la classe E:. 


Démonstration. Supposons que la fonction ¢ appar- 
tienne à la classe E,(M,K). Construisons le parallélipipède Rp, 
analogue a R, (voir le n-ro 4), p étant un entier positif; soit 8, 
la surface latérale de R située sur les plans w=-+p et op la 
surface analogue à on. D’après les théorèmes de M. GIRAUD 
et M. GEVREY il existe une solution p de l’équation (4) dé- 
terminée dans R, et telle que: 

Up(L13%23 +-+} Lm 0) = PL, Wz Em) et 

Up( Bi, Day PmyY) = P(L1, Vz, Em) SUT Sp. 
Nous définissons d’une manière analogue le parallélipipède 
R;(g>p) et la solution u de (4) déterminée dans R, et satis: 
faisant sur o, aux conditions analogues à (9). 


(9) 
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Soient vq, vp et v; les fonction définies par les relations: 


Ug = vq: H (21,223 .-.;,8m, Y; K); 
Up = Vp + H(z, -1.8m Y; EHk); q = vq « H(81, 82, ...yPmYs K+k); 


k étant un nombre positif arbitraire. 

La fonction w appartenant à la classe E,(M;K), on a: 
|u| <M sur vg; or v est une solution de l'équation analogue 
à (6) et il en résulte que |v,|< M partout dans R, et en parti- 
culier sur #$,. 
ais el 
4UW(K + k) + 
du lemme du n-ro 5 que: 


Lorsque h< — à et À <2W(K +k), il résulte 


m m 
|u| <M -exp |-5 2 4 et |vp| <M -exp 334 sur Wp. 
i=1 


"i=l 


La différence v;—v; est une solution de l’équation homo- 

gène analogue à (6) et s’annulant pour y=0; on a donc: 
k 

(10) lof of |<2Me 2” 

partout dans F. 

Soit maintenant P, un point quelconque de R; considérons 
un parallélipipède rectangulaire fixe ,CR de hauteur h, con- 
tenant P, a son intérieur. D’après (10) on peut déterminer 
le nombre pP, de sorte que Rp, contienne ọ et que l’on ait: 


? 


| Wa( By, T2, Dms Y) — Up( L1, Les + Dm Y)| LE 


pour g>p>p, partout dans ©, e étant arbitrairement petit. 

Ainsi la suite {up} converge uniformement dans 0. Comme P, 
est un point arbitraire de R, cette suite converge partout ` 
dans R vers une fonction continue U(ai,%2, ...y%myY). 

Nous allons démontrer que c’est la solution cherchée de 
notre problème. On a évidemment U= pour y=0; il nous 
reste de démontrer que U est une intégrale de (4). Il suffit 
évidemment que ceci ait lieu dans ọ. Or soit w, la solution 
de (4) déterminée dans po, égale à w pour y=0 et identique 
à U sur la surface latérale de o. On a pour p assez grand: 
|U—up|<e et |u,— up|<e dans ọ; on en déduit que u,=U. 
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Comme U =v- H(£1, £o, ... 8m Y; K), Où v=lim v, et |v,|<M, 
->00 
on a: à 
K 3 x 
U (Li, 223... PmyY) <M exp TE +vy 


de sorte que U appartient à la classe Z.. 


7. En passant à l’équation (1), nous avons besoin de faire 
une hypothèse concernant la croissance de la fonction f. Nous 
supposons qu’elle appartient aussi à la classe F, (en tant que 
la fonction des x;). Ceci nous permettra de démontrer lexi- 
stence d’une solution de (1) s’annulant pour y=0. 


Théorème III. Les coefficients de l'équation (1): Air, 4 
et © satisfaisant aux conditions du théorème IT et la fonction f 
appartenant à la classe E, l’équation (1) admet une solution 
s’annulant pour y=0. Cette solution appartient à la classe F, 
et est déterminée dans une couche R analogue à la couche R du 
th. II. 


Démonstration. Supposons que f appartienne à la classe 
E (M, Kı). Faisons la substitution: 
U( Psy Pay +. PmyY)) = (Bis C2) -78m Y) H(P1y %2, +9 Wms Y, K1). 
L’équation (1) se transforme en une équation: 


PT æ v 05 _. 
(11) se Er z- Aa 2 amat CU + fili, Lzy., my Y) 
ik= ji 
(puisque b—1), avec f,=f: H(21, 82 -..32m Y, K1). 

Nous l’écrivons en abrégé: F (0) +f1= 0. 

Le coefficient & E positif pour y<h,, h, étant un nombre 


inférieur a h, et à D’après la définition de fı on a: 


[fi <M 1° > 
Soit w, la solution dé (1) déterminée dans le parallélipipède R, 
analogue à R, du n-ro 6 et détaché de la couche À, qui s’annule 
SUT Gp et Up=T%p: H(Ti,%2...; Cm) Y, Kı). Ces fonctions existent 
en vertu des résultats cités de M. GIRAUD et M. GEVRET. 
Posons: 


== 


205, —Miy, = Bp +My. 
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29 (i—1,2) sont des solutions des équations: 
Fr (20)+[f-+My(1+8)]=0, 


le signe + correspondant à i=1 et le signe — à i=2. 

Le composant f,+M,(1+&y) est positif et f—M,(1-+cy) 
est négatif, de sorte que z sd ne peut atteindre dans Bp un 
maximum positif t) et 29 y peut atteindre un minimum 
négatif que sur Sp. Ainsi: 29 <0. et 22 >0 dans Èp. 

Il en résulte que l< Mh dans k 

En déterminant d’une manière eue % et %(9>p) 
dans À, on démontre que |%,|<Mih partout dans R, et en 
particulier sur o,. La différence v,—v, est une solution de 
l’équation homogène: F,(%)—0 s’annulant pour y=0, on a donc: 
15y—%| <2M1h, dans Rp. En introduisant encore les fonctions 
5 et vj analogues aux vf et v; du n-ro précédent, on démontre 
que |v; — 7p |<e pour p assez grand; on en déduit que la suite {Zp} 
converge dans la couche À vers une fonction continue %. Cette 
fonction % est une solution de l’équation (1) s’annulant pour 
y=0. On peut s’en assurer en reprenant le raisonnement de 
la fin du n-ro 6. Elle appartient aussi à la classe Ez, on a no- 
tamment la limitation: 

(a| < Mihi H(P1yP9y Tomy Yy K1). 


8. Nous avons aperçu que la hauteur de la couche dans 
laquelle on a déterminé la solution du probléme, est inférieure 
1 1 ; 
au plus grand des nombres: . Cette solution peut 
PARBLET Ta ® xy Cet 
avoir des singularités, lorsque y atteind cette borne supérieure. 
Par SEEN: la solution de l’équation de la chaleur qui se 
m 
K Sat af -7 K D} af 
réduit à e pour y=0 est: u=(1—4Ky) ® exp a 
Cependant on peut souvent étendre le domaine de la régu- 
larité de la solution cherchée, 
Étudions un exemple particulier tout à fait simple. L’équation: 
Pu ou 
(12) AW) Ta ວົ” 
4) M. Picone: Maggiorazione degli integrali delle equazione totalemente 
paraboliche. Annali di Matem. s. IV t. 7 (1930). 


EQUATION DU TYPE PARABOLIQUE 155 


A(y) étant positive pour y= 0, parle changement dela variable indépendante: 


g 
y=0(y)= (i A(n)dn se transforme en équation de la chaleur. La solution 
; 0 
1 


de l'équation (12) se réduisant à eF** pour y=0 est: u=[1—4K0(9)] À 


Kx EEA €or; 
exp IKOG Elle est régulière dans la région illimitée: 0<y<h/’, 


—00<%< +00, dont la hauteur k’ est égale au plus petit des radicaux de 
CO 
l'équation: 1—4k@(y)—0. En particulier, lorsque l’intégrale Î A(7)dn est 
0 


convergente et inférieure a x le domaine de la régularité de la solution 


cherchée devient le demi-plan y>0. Il en est ainsi par exemple lorsque 


A(y)=e Ÿ. 


9. Le domaine de la régularité de la solution cherchée 
s'étend à linfini dans le sens des y croissant, lorsque les fonc- 
tions f et y sont de la classe E,. En effet, si f appartient à la 
classe E,(M,,K,;) et y à la classe E,(M,,K;), le changement 
de la fonction inconnue: 


m 3 
u=w:exp K(D'x+1) avec K = max (K,,K;) 
=] 


transforme l'équation (1) en une équation linéaire normale 
du type parabolique, qui peut s'écrire: F,(w)-+f,=0, les coeffi- 
cients de F,(w) et la fonction f, étant bornés et on est ramené 
à la recherche d’une intégrale de cette équation se réduisant 
pour y=0 à une fonction bornée. On peut appliquer alors 
la méthode des approximations successives et ces approxi- 
mations convergent dans la demi-espace y >0. C’est une simple 
extension du procédé appliqué par M. GIRAUD dans la note 
citée 5). 

10. Les propriétés des extrema d’une solution de l’équation 
linéaire normale du type parabolique déterminée dans un 
domaine limité (dont nous nous sommes servis aux n-ros 4 
et 7) subsistent encore lorsque cette solution est déterminée 


5) Voir d’ailleurs: W. Feller: Zur Theorie der Stochastische Prozesse. 
Math. Annalen, t. 113 (1936), 113—160. 


156 M. KRZYZANSKI 


dans une région illimitée analogue à R, et en particulier dans 
la demi-espace y> 0; à savoir: 


Lorsque dans l'équation (4) le coefficient c>0, une solu- 
tion U de cette équation, se réduisant pour y=0 à une fonction 
bornée y, ne peut atteindre en dehors de la caractéristique y=0 
ni un maximum positif ni un minimum négatif. En effet, 
U=lim up, les up étant des solutions de (4) définies au n-ro 6. 

co 


Si—m<p<M, on a aussi —m<u,<M dans Rp et par suite: 
—m<U<M dans R. 

On démontre d’une manière analogue que lorsque dans 
Pequation (1) le coefficient c>0 et f>0 (resp. fK0), une solution u 
de (1) se réduisant pour y=0 à une fonction bornée et déterminée 
dans une région illimitée R, ne peut atteindre en dehors de la 
caractéristique y=0 un maximum positif (resp. un minimum 
négatif ). 

Lorsque le coefficient c est borné, mais peut devenir né- 
gatif et si: |e| <y, |p|<M, |f|< M,, le changement de l’inconnue: 
u=ve" transforme l’équation (1) en une équation du même 
type avec le coefficient de v positif et on en déduit la limita- 
tion: |u| < (M+ My) e”. 

Enfin, lorsque f et p appartiennent aux classes E,(M,,K,;) 
resp. B(M, K»), on a la limitation: 


lu M exp [K(X a+ 1) +wg], 
avec 
v=KEA+KmA+a)+y, M—max(M,,M,), K=max(K,,K,). 


On s’en assure en appliquant la transformation du n-ro 9. 


COMPTES-RENDUS 
DE LA SOCIETE POLONAISE DE MATHEMATIQUE 
| ANNÉE 1945 


L’impression du présent tome des „Annales“ a été com- 
mencée en l’année 1939. Dans la période de 1939—1945 les 
envahisseurs allemands détruisaient méthodiquement l’action 
scientifique en Pologne. Toutes les Sociétés scientifiques ont 
été dissolues, leurs publications interdites. 

C’est pourquoi le présent tome ne paraît qu'aujourd'hui, 
en 1945, avec le retard de six années. 

Malgré ces obstacles, le travail scientifique de notre Société 
n’a pas été suspendu. Pendant l’envahissement de notre pays 
par les Allemands, la plupart des Sections de la Société arran- 
geait des séances secrètes. Au courant de ces séances, les 
membres de la Société communiquaient les résultats de leurs 
travaux. Les comptes-rendus de ces travaux secrets nous 
manquent encore. Bon nombre de nos confrères qui y par- 
ticipaient sont décédés. 

Pour cette raison, nous nous bornons à publier les comptes- 
rendus des séances (depuis mars 1945) de la Section de Cracovie 
qui, la première après la guerre, a eu la possibilité de reprendre 
son activité normale. 


BUREAU DE LA SECTION DE CRACOVIE 


Président de la Section: Prof. Dr Franciszek Leja 


Vice-Président: Prof. Dr Tadeusz Wazewski 
Secrétaire: Dr Adam Bielecki 
Trésorier: Prof. Dr Stanislaw Gołąb 


Membres du Bureau: Prof. Jan Leśniak 
Prof. Dr Jan Weyssenhoff 
Dr Włodzimierz Wrona 
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COMMISSION DE CONTRÔLE 


Prof. Dr Waclaw Sierpinski 
Dr Jan Mikusinski 
Dr Henryk Titz 


SEANCES DE LA SECTION DE CRACOVIE 


27. III. 1945. Wazewski T. Sur un système d’inégalites 
différentielles. 
Théorème 1. Envisageons le système d'équations différentielles 


(1) D filt, gg) (SLA 


et supposons que pour à fixe (i=1,...,n) f? soit une fonction croissante 
au sens large de chacune de variables y1,...,yi—t,yi+1,... yn séparément. 
Nous supposons en outre que les f! soient continues dans un ensemble 
ouvert 2. Admettons enfin que la courbe y;= wi(t)(i=1,...,n) soit continue 
dans l’intervalle 

(2) EE <a 

et renfermée dans 2. 

Dans cette hypothése subsistent les propriétés suivantes dans les- 
quelles interviennent les quatre nombres dérivés D wd), D _wi(t), 
D y'(t),. D_wi(t) (inférieurs ou supérieurs, à droite ou à gauche). 

I. Si l'intégrale supérieure du système (1) y'= zi(t) (i= 1,...,n) issue 
du point y’=r}(t) existe dans l'intervalle (2) et que w(t)<r(t) alors 
chacun séparément des systèmes d’inégalités 


Dy w(t) < f(y" (8),...,w"(8)) pour tb <t<a 
D yt) < ftp), p"(t) n 
implique les inégalités 
w(t) < ilt) pour i=1,...,n; tb <t<a. 


II. Si l'intégrale inférieure y'=qņ'(t) du système (1) issue du point 
t= to y=" (t) existe dans l'intervalle (2) et que w'(t,) = 4" (to), alors chacun 
séparément des systèmes d’inégalités 


D yit) > Ftp t) pH) pour f<t<a, 
D_ yit) f P 0 op a » 
implique les inégalités 


p (t) =y (t) pour i=1,..,n; ty <t<a. 
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Celles inégalités-ci (ainsi que les inégalités respectives de la partie I 
du présent théorème) subsistent aussi lorsque y'=w'(t) est une intégrale 
du système (1) issue du même point (conséquence évidente du théorème 1). 

Ce théorème constitue une généralisation d’un théorème que j'ai dé- 
duit de certaines considérations de M. Kamke et que j’ai appliqué à plu- 
sieurs reprises (cf. p. c. ces Annales T. XVI. p. 101). 

Voici un théorème inverse au précédent en un certain sens: 

Théorème 2. Supposons que les fonctions f{ figurant dans (1) soient 
continues dans 2 ouvert. Supposons ensuite que, pour deux points quel- 
conques de @, A—({9,43,...,4@n) et B—(t9,01,..…,bn) pour lesquels aibi 
(i= 1,...,n) ait lieu la propriété suivante: 

Si y'= w'(t) est une intégrale issue du point À alors il existe une inté- 
grale (pas nécessairement supérieure) y= z(t) issue de B, telle que pour 
un e>0 suffisamment petit en ait 


P(t) <r (t) lorsque td <t<t +e. 


Dans ces hypothéses la fonction ji (i= l,- n) est croissante au sens 
large par rapport à chacune des variables y1,...,yi—1,yi+,..,,yn séparément. 
L'hypothèse, que les fi soient croissantes au sens large relativement 
à ces variables, est donc essentielle pour la validité du théorème 1. 
La substitution t=—T dans le système (1) conduit aux théorèmes: 
relatifs au cas où les fi sont décroissantes aux sens large par rapport aux 
mêmes variables. 


3. IV. 1945. Sierpinski W. Sur quelques résultats concernant 
la congruence des ensembles de points et leur équivalence par 
décomposition finie. 

1. En 1926 A. Lindenbaum a declaré, sans donner une démonstration, 
qu’il sait démontrer à l’aide de l’axiome du choix qu’il existe pour tout 
nombre cardinal m<2% un ensemble plan qui est une somme de m en- 
sembles disjoints avec chacun desquels il est congruent. M. Sierpinski 
donne un exemple effectif d’un tel ensemble. En même temps il donne 
un exemple d’un ensemble plan indénombrable qui est une somme de 
deux ensembles disjoints congruents avec lui. Cela résoût un problème 
posé par M. H. Steinhaus et résolu partiellement et à l’aide de l’axiome 
du choix par S$. Ruziewicz dans Bund. Math. 2, p. 4. 

2. M. A. Tarski a démontré (Fund. Math. 30, p. 222, Kor. 1. 17) 
qu’aucun ensemble linéaire n’est une somme de deux ensembles disjoints 
qui lui sont équivalents par une décomposition finie. M. Sierpinski donne 
une démonstration directe de cette proposition. 

3. M. Sierpinski donne un exemple effectif d’une famille formée 
de 22* sous-ensembles de l'intervalle (9,1) dont aucuns deux ne sont équi- 
valents par décomposition dénombrable et d’une famille formée de 28 
sous-ensembles de l’intervalle (0,1), dont aucuns deux-ne sont équivalents 
par décomposition finie. 
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4. M. Sibrpiński démontre que toute sphère S dans l’espace à 3 di- 
mensions peut être décomposée en 8 parties disjointes dont 5 et 3 donnent 
respectivement, après des mouvements convenables, deux sphères disjointes 
de même rayon que la sphère § (A paraître dans Fund. Math. 33, pp. 229—234. 

5. Toute sphère § (dans l’espace à 3 dimensions) contient 25° ensembles 
disjoints dont chacun lui est équivalent par décomposition en 9 parties 
(Fund. Math. 33). 

6. Sur un paradoxe de M. J. von Neumann (à paraître dans Fund. 
Math. 34). 

3. IV. 1945. Sierpinski W. Sur une relation entre deux 
substitutions linéaires. 

L’auteur démontre les deux théorèmes suivants: 

1. p,=9,(z)=a4,7+b, et p,=p(x)=a,+b,x étant deux substitutions 
linéaires quelconques, où a +0, a,:+0, on a l'identité: 

PPP Pz, P1P2 Pr 29192 PT Pz =l. 

2. Il n’existe aucun système de 2q— 111 nombres entiers 
kisko.. kog» NON nuls, sauf peut-être koogi? tels qu’on ait pour denx 
substitutions linéaires quelconques p, (x)=a z +b, et Pom) = a2 + b,, où 
a,+0, a, +0, l’identité 


k2q—1 


CA Ten 


k 
Po "P2 Pi =1. 


10. IV. 1945. Orlicz W. Sur les fonctions remplissant la 
condition généralisée de Lipschitz. 

Désignons par w(h) et w,(h) les fonctions définies pour h>0, non dé- 
croissantes, ne s’annulant que pour h= 0, et tendant vers 0 avec h. Posons 
y(h)= sup Sen L’auteur communique, parmi les autres, les théo- 

o<k<h (k) 
rèmes suivants: 

I. La relation 
(1) lim =P p(h)=0 

h>+0 
est nécessaire et suffisante pour qu’il existe une fonction de période l satis- 
faisant pour tout x aux deux conditions 


(2) |f(w-+ h) — f(z) | < o(|h|); 
—  |f(w-+ h)— fel 
Ps @y(|h|) rs 


II. La relation (1) est nécessaire et suffisante pour qu'il existe une fonction 
de période l satisfaisant pour tout x à la condition (2) et pour presque tout x 


à la condition 

= 1(&+ h) — j(æ)| 

l <a = R 
(3) S A olal + co 
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Considérons l'espace linéaire L°? composé de toutes les fonctions f(x) 
de période U vérifiant la condition |f(æ+- h)—f(x)|<Mo(|h|) et définissons 
la norme de l'élément f(x) par la formule ||f|| = inf M+ max |f(&)|. On ale 
théorème: 

III. Si la relation (1) est vérifiée, l’ensemble des fonctions vérifiant (2) 
partout et (3) presque partout est résiduel dans L®. 

On peut démontrer les théorèmes I et II en généralisant le mode 
de construction bien connu de Weierstrass. 

En appliquant cette construction aux fonctions w(h) et w,(h) spe- 
ciales on obtient plusieurs exemples effectifs de fonctions jouissant des 
propriétés singulières mentionnées ci-dessus. 


10. IV. 1945. Orlicz W. Sur l’espace des fonctions bornées. 
Soit M, l’espace linéaire composé des fonctions mesurables, essen- 
tiellement bornées dans <a,b> avec la notion de convergence définie comme 
i] suit: la suite x(t), x,(t),.… est dite convergente (l) vers x,(t) si ces fonctions 
sont également essentiellement bornées est, de plus, convergent asympto- 


tiquement vers s(t). À 
L'auteur communique plusieurs théorèmes concernant les opérations 


linéaires dans l’espace M » à valeurs dans M, ou dans un espace du type (F). 


On a p.e. le théorème suivant: 
Soit Y un espace du type (F) dont les éléments sont des fonctions 


mesurables, jouissant des propriétés suivantes: (a) si pour e,— 0,1 arbitrairs 


n 
les sommes 2 e,y; convergent asymptotiquement vers une fonction y,.eY, 
i= 


alors la série SV est convergente dans JY,;(b)si y, converge asymptoti- 
i=k 

quement vers Yə alors lim ||y,||>—||yoll. Soit U(x) une opération additive, 
définie dans M, à valeurs dans F et telle que si X, converge (l) vers x, 
alors U(x,) converge asymptotiquement vers U(x). Dans ces hypothè- 
ses U(x) est une opération linéaire (c. à d. continue suivant la norme dans F). 

L’auteur communique quelques théorèmes concernant les suites d’opé- 
rations linéaires dans M, à valeurs dans M, ou dans un espace du type (F) 
et donne des applications à la théorie des séries orthogonales et des inté- 


grales iterées. 


17. IV. 1945. Mikusinski J. Sur quelques problèmes concer- 
nant les équations différentielles linéaires ordinaires. 

L'auteur énonce quelques propriétés des équations différentelles 
linéaires. 

I. Soit à 
(1) at + A(t)x= 0 
une équation différentielle d’ordre pair n= 2m, la fonction A(t) étant continue 
et positive dans un intervalle donné J. 
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Il est possible de construire, pour tout système de m points 


(2) Lo En 
de l'intervalle J et pour tout couple de systèmes de m nombres réels 
(3) CHARTES 

b,,...,0 


une intégrale v=ø(t) de l'équation (1), telle que 


pa) = Qir, PB) = Om 
p(t) = bis .…., P(E n) = bma 

L'intégrale jouissant de ces propriétés est unique pour chaque triple 
particulier de systèmes (2), (3) 1). 

On peut énoncer des théorèmes analogues, en supposant que A(t)<0 
dans J et aussi en admettant que n soit impair. Tous ces théorèmes sont 
susceptibles à des généralisations bien fortes et peuvent être rapportés 
à des systèmes d'équations. 

II. Supposons maintenant que le coefficient A(b) dans l'équation (1) 
soit continu pour tœ 0 et satisfait constamment à l'inégalité A(t)>e>0; 
n peut être admis pair ou impair > 1. 

Nous considérons l’ensemble F des intégrales æ=o(t) de l'équation (1) 
telles que p(0)=0 et p(0)>0 dans le voisinnage droit du point t= 0. Faisons 
correspondre à chaque intégrale p(t) de l’ensemble Æ un nombre positif lp 
tel que [0,1%] soit le plus grand intervalle, où p(t)>0. 

La fonction A(t) et l’ordre n étant fixés, l’ensemble des ly est borné. 
De plus, on peut donner une méthode générale qui permet, dans tout cas 
particulier, d'établir la valeur numérique de la borne supérieure. 

Désignons par An(n=2,3,...) la borne supérieure des lọ dans le cas 
A(t)=1. Pour 2<n<6 on trouve les valeurs approchées: 


A= 3,14, As = 4,23, = 8,88, A =9,76, A= 15,4. 

24. IV. 1945. Bielecki A. et Gołąb S. Sur un problème 
de la métrique angulaire dans les espaces de Finsler [ Ann. Soc. 
Pol. Math..XVIII (1945), p. 134]. 

24. IV. 1945. Bielecki A. Sur une courbe gauche ayant 
partout le paratingent parallèl à un plan. 

L’auteur présente une méthode effective permettant de construir 
un are simple dans l’espace à trois dimensions 
| w = f(x) 

y = g(z) 
de telle manière que le paratingent en tout point de l’arc C soit parallel 
au plan (xy). 


(0) 


1) Dans ce théorème est contenu un théorème énoncé en 1944 par 
M. Biernacki. 
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8. V. 1945. Leja F. Sur une suite des polynômes et le pro- 
blème de Dirichlet. 


Soit F la frontière d’un domaine plan borné D à connexion simple, 
f(z) une fonction réelle continue définie sur F, 4 un paramètre réel et 
(1) SEE 


un système de n+ 1 points de F. Lorsque les points (+) varient sur F le 


produit 
—A RÈ ,)—À, 
HI lnl e NEE 
KR N 


atteint un maximum. 

Supposons que ce maximum soit atteint dans les points NoN Nn 
de la frontière F et que les indices de ces points soient choisis de manière, 
que parmi les n+ 1 produits 


n 
—Afly )—4 ; 
A= [I Inlet P in, 
k=0 
(kj) 
4, soit plus petit au au plus égal à 41, 42,..., An- 
Formons le polynôme 
(z—n,) ... (2— 
(2) Bn (2;4) = EM) 2 Ea) nf) 
(ng) (05 Yn) 


et faisons varier n. On démontre que la suite 
2 log | dn (254), 112. 


converge en dehors de la frontière F vers une fonction harmonique remar- 
quable &(z;4). Dans le cas 4= 0, D(2;4) ne dépend pas de f(z) et se réduit 
à la fonction de Green du domaine infini extérieur à D avec le pôlé à l'in- 


fini. Si 4 est positif et tend vers zéro, la fonction à (22) tend dans le 


domaine D (au moins dans certaines conditions) vers une fonction limite 
constituant la résolution du problème de Dirichlet avec les valeurs fron- 
tières f(x). 

22. V. 1945. Zahorski Z. Une démonstration correcte d'un 
théorème de M. Pringsheim. 

22. V. 1945. Zahorski Z. Sur la dérivabilité et sur les 
operations intégro-limites. 

29. V. 1945. Sierpinski W. Sur les fonctions de plusieurs 
variables [ Fund. Math. 33 (1945), p. 169—173]. 


11* 
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29. V. 1945. Sierpinski W. Sur la trisection d'un angle 
à l’aide d'une ligne, d’un compas et de la parabole y=x?. 


Soit a un angle donné, 0°<«<180°, et supposons donnée une unité 
sin & 


de longueur. Soit P le point aux coordonnées (= a . Construisons 


Je cercle C de centre P passant par l’origine O des coordonnées. On 
vérifie sans peine que le point sin, sins est un point d’intersection du 
cercle O avec la parabole y= 2%, d’où il résulte la possibilité de construire 
a a 
3 3i 

29. V. 1945. Wazewski F. Sur une méthode approxima- 
tive de M. Rappaport concernant la trisection d’un angle. 


Au commencement de 1942 M. Rappaport, un avocat de Leopol, 
m’a communiqué la suivante méthode de trisection d’angle. Elle est à la 
fois simple et d’une exactitude pratiquement suffisante pour les angles 
ne surpossant pas 30°. La voici: Un point A choisi sur une droite la divise 
en deux demi-droites e et f. A partir de À on trace une demi-droite g ren- 
fermant avec f l'angle «/2. On choisit sur e un point E et sur g un point G 
d’une telle façon que AG=2F4+0. La demi-droite issue de Æ et passant 
par G renferme avec la demi-droite f convenablement prolongée un angle £. 


un segment de longueur sin z donc aussi l’angle 


La différence d=8—3>0 remplit la relation 


8 cos = 
12 ະ & 
tg d= ——————— . sind |=]. 
2 cos 4+ cos 12 
6 3 


Pour a= 90°, 60°, 45° on a respectivement = 2223”, 6'17”, 2'39”. 
Pour a <30 on a ô< 1’. 

M. J. Mikusinski a observé que le même angle £ peut être construit 
comme il suit. On construit un triangle isocèle ABO (AB=—AC) dont l'angle 
de sommet À est égal à a/2. On détermine sur le côté BC un point D tel que 
DO=2BD. L’angle de sommet A du triangle ADO est égal à £. 

5. V. 1945. Krygowski Z. Les intégrales hyperelliptiques 
canoniques de seconde espèce et les fonctions theta. 

12. VI. 1945. Ważewski T. Sur quelques inégalités entre les 
coefficients des polynômes aux racines non négatives. Application 
à la limitation des modules des determinants et des matrices auw 
éléments complexes. 

Théorème 1. Posons 
(1) P(z)=aqz" + az '+...+4, où a=, 


I (n—rvy)! 
(2) b,=|a,|:(y)=1a,]- er, 
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(8) LBP, 18,41 (w= 1,...,7—1), 
v v+1 
(4) u,=V8,—V8,,;, (w=1,...,n—1), 


(5) vor pig ptr Pplptgtr, (P>0, 4>1, 71, p+ g-+r<n), 


(6) Wp Pops»Py™ Pps Ppp Pp, Pps +Po+-+P, 
(Pa>9 Pst +P, Sn). 


Dans l'hypothèse que toutes les racines de P sont non négatives ou 
toutes non positives on a 


(7) 1,20, u,20, Ppor> 0, MPa as 


Dans le cas où P admet une racine multiple on a 


(8) 1,=0, u,=0, Pp = 0, op O 


Si an+0, chacune de ces inégalités séparément. représente une condi- 
tion nécessaire et suffisante pour que P admette une racine n-tuple. 

La partie de ce théorème relative à l» et vy, provient de Newton et 
Mac Laurin, comme me l’a obligeamment communiqué M. Biernacki. 
La partie relative aux vpqr et Wp Pg qui en découle facilement parait 
étre nouvelle. 

Theorème 2. Désignons par |ay| (v= 1,2,...,n) la somme des carrés 
des modules de tous les mineurs de degré » contenus dans la matrice aux 
éléments complexes 
Yi» °°» Jim 


, (nxm) 


Oni? 0000 Iam 


et gardons les notations (2), (3), (4), (5) et (6). Ceci étant admis, on aura 
les inégalités (7). 

Dans le cas m =n désignons par A le déterminant de degré n aux 
éléments fy: On aura |4|?=|an|. Des inégalités uy>0 il résulte que 


n 
2v 
Ve, < Wa, et, parsuite, |4| < {las 14) . Cette inégalité devient égalité 


p. e. pour g,=kd,, où dy=1, dy=0 pour i+j. Dans le cas v=1 on a 
[a= 3! [gy]? et la limitation de |A| respective et souvent plus commode 


ij 
que celle de Hadamard. 
L’inégalité (6) relative al cas p,+...+p,=" conduit à l'inégalité 


| 141 < VB, Bp Pp 
Dans le cas où le rang de g est égal à n chacune des égalités (8) sépa- 
rément constitue la condition nécessaire et suffisante pour que la trans- 


n 
formation y, = J gy7; (i=1,...,m; m=n) soit une similitude. 
1 
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On ramène le Théorème 2 au Théorème 1 en posant (cf. (1)) 

P(x)=aça"+a, @ + ...+ a, = (—1)" Dét (g'g — Ez) 
ou g’ désigne la matrice à la fois conjugnée et transposé de g et E désigne 
la matrice unitaire. Le déterminant du second membre est polynôme ca- 
ractéristique du produit des matrices g’ et g. On démontre facilement que 
toutes les racines de P sont non négatives et que |ay| (»= 1,...,n) est égal 
à la somme des carrés des modules de tous les mineurs de degré » contenus 
dans la matrice M. 


12. VI. 1945. Mikusinski J. Sur le tetraédre. 


12. VI. 1945. Mikusinski J. Sur une trisection et penta- 
section approchée d’un angle. 


19. VI. 1945. Wrona W. Sur une généralisation d’un théo- 
rème de M. Schur. 


19. VI. 1945. Wrona W. Sur les conditions necéssaires et 
suffisantes pour qu’un espace soit einsteinien ou conforme- 
euclidien. 

Appelons courbure scalaire d’une m-direction régulière en un point 
de l’espace riemannien Vn à n-dimensions la courbure scalaire d’un sous- 
espace Fm, géodésique en ce point et y tangent à la m-direction en question. 
Cette notion est une généralisation de la mesure riemanniene de la courbure, 
qui est la courbure scalaire d’une bi-direction. 

M. F. Schur a démontré le théorème bien connu: Si la mésure rieman- 
niene de la courbure en chaque point de l’espace Vn ne dépend pas du choix 
spécial de la bi-direction, elle est alors constante dans Va. 

L'auteur généralise ce théorème comme il suit: 

Si la courbure scalaire d'une m-direction de l’espace Vn, où m est un 
nombre fixe remplissant la condition 1<m<n, ne dépend pas du choix spécial 
de cette m-direction, elle est alors constante dans Vn. 

Il résulte des hypothèses de ce théorème.que, si m<n—1, l’espace Vn 
est de courbure constante et si m=n— 1, l’espace Vn est un espace d’ Einstein. 

19. VI. 1945. Jaskowski S. Sur une définition de nombres 
réels. 

26. VI. 1945. Mostowski A. L'axiome du choix pour les 
ensembles finis [Fund. Math. 33 (1945), p. 137-168]. 


3. VII. 1945. Szarski J. Sur Vapprowimation des fonctions 
continues par une suite de fonctions aux dérivées partielles conti- 
nues du premièr ordre. 


Comme on le sait une fonction #(z,,...,7,) continue dans un domaine 
fermé et borné s’y laine approcher uniformément par une suite de polynomes. 
Si la fonction f(z,,...,7,) jouit en plus de quelques propriétés spéciales, 
il est difficile, en général, de mettre en évidence les propriétés correspon- 
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dantes de ces polynomes. Ce problème se laine résoudre, cependant, par 
une autre méthode d’approvimation que je me propose de montrer. 

Supposons que la fonction f(w,,...,7,) soit continue dans un ensemble 
ouvert 2. Soit À un ensemble fermé:et borné, contenu dans ©. Prenons N 
naturel suffisamment grand pour que chaque cube: 


J 
] CRE 
|w,—2,| < = hl NN, 


(où ETRE A) zest un point quelconque de l’ensemble À), soit contenu 
dans Q. Nous définissons pour l’ensemble 4, les fonctions: 


1 1 
A+ p+ 


Jl HE); «dg, 
dt Hy “kp 
ao 
v 


(1) F, (2p oth) = 

Il est facile de vérifier que les fonctions F, sont de classe O! dans 
Pensemble A et y tendent uniformément vers la fonction f. 

La formule (1) met en évidence certaines propriétés spéciales des 
fonctions Fy. Je n’en énumère que trois: 

I. Supposons que la fonction f soit de classe C1 dans 2. Les fonctions Fy 
sont alors de classe C? dans A et leurs dérivées partielles du premier ordre y 
tendent uniformément vers les dérivées respectives de la fonction f. 

II. Si la fonction f possède, dans un point Q e À, la différentielle to- 
tale, alors les dérivées partielles du premier ordre des fonctions F,, prises 
dans ce point, tendent vers les dérivées respectives de la fonction f. 

III. Si la fonction f est monotone par rapport à une de ses variables 
alors il en est de même des fonctions F». 


v=N N+1,... 


3. VII. 1945. Szarski J. Sur un système d’inégalités diffé- 


rentielles. 
Considérons le système d’équations différentielles ordinaires: 


(1) gta E A A 


où les fonctions f’ sont continues dans un ensemble ouvert 2 et où la fonc- 
tion ff eët croissante (au sens plus large) séparément par rapport à chacune 
des variables: y1,...,y(—1,yi+1,...,yn, Désignons par: 


(2) yi = pi(x), i= 1,...,1t 


l'intégrale supérieure du système (1) passant par le point P (8,9) e 2 
et supposons qu’elle soit définie dans l'intervalle: 


(3) Lo LE Lu. 
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Supposons ensuite que les fonctions p?(z), (i= 1,...,n), définies dans 
l'intervalle (3), soient absolument continues au sens plus large généralisée 
et qu’elles remplissent les inégalités suivantes: 

(4) ee pi (20), i=1,...,1, 
(5) p(w) < f(z, 9'(z),..., px), i=1,..,n, 

ġ! q désignant la dérivée re et les inégalités (5) subsistant presque 
ans dans l’intervalle (3). 

Ceci étant supposé on a dans l'intervalle (3) les inégalités suivantes: 
(6) pi(æ) < yi (2), il," 

3, VII. 1945. Leja F. Sur un problème de l’interpolation 
[Ann. Soc. Pol. Math. XVIII (1945) p. 123—128]. 

10. VII. 1945. Gołąb S. Sur un problème de la théorie des 
permutations. 

Soit Zon l’ensemble de tous les nombres naturels de 1 à 2n. Posons 


(1) 1, (&) = 2e—1—(2n—1) E|; +) 

pour w nn à Zon. On établie sans difficulté que la fonction (1) 
effectue une permutation de la suite L,2,...,2n. Decomposons cette permu- 
tation en cycles et désignons par 

nms T E 1. 

n+ Up + P gE = m 

la suite des ordres des cycles particuliers. La suite (2) peut être appellée 
signature de la permutation (1). 

L'auteur anonce un nombre des théorèmes resp. des hypothèses sur 
la structure des signatures de la suite (1), qui permettent „à peut près“ 
déterminer ces signatures. Quelques -uns de ces théorèmes ont une liaison 
avec la théorie des nombres. 


24. VII. 1945. Mikusinski J. Sur les inégalités entre les va- 
leurs moyennes. 

Soit f(x) une fonction continue et strictement monotone dans un 
intervalle J et soit f'(x) la fonction inverse. Cela posé, la fonction 


fe) + + f(,) 


n 


(2) On = (Ny sgr Min) i 


S(x,;.….,2,) = Im [ |! (eo Tn €1), 


sera dite moyenne par f(z) des nombres æ,...,x,. 

Si l’on a deux fonctions f(x) et g(x), continues et strictement mono- 
tones dans I, la condition nécessaire et suffisante pour que la moyenne 
par f(x) soit constamment inférieure à celle par g(x), est 


H(z + h)— 2f(z) + f(w—h) _ g+ h) — 2g(z) + g(wz—h). 
Ha-+ h)— f(z—h) gla + h)— g(z—h) 
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Si, de plus, les fonctions f(x) et g(x) sont deux fois dérivables, la con- 
dition nécessaire et suffisante pour que la mogenne par f(x) soit non supérieure 
à celle par g(x) est 

f” (x) g (x) 
< 4 
F(z)  g'{x) 
{cette inégalité doit être remplie pour chaque x e I, où f‘(x)+0 et g'(x) +0). 

La dernière condition fut énoucée indépendement par M. S. Lojasie- 
wicz (Krakow). 

Le problème de comparabilite des moynnes a été considéré par Hardy- 
Littlewood-Polya dans le livre: Inequalities, Cambridge 1934; les condi- 
tions qu’on y trouve, sont un peu plus compliquées de celles ci-dessus. 


24. VII. 1945. Leja F. Sur les suites monotones en moyenne, 
1. Une suite {an} est dite décroissante en moyenne 1° au sens arithmé. 
tique si, quels que soient u et »=1,2,..., on a 
(1) CAPES CEA 
2° au sens géométrique, si on a a,> 0 et 


Guty S } By Ty 


30 au sens harmonique, si an>0 et 
2 


a Sre 
u+ 1/a, + 1/a,, 


La croissance en moyenne se définit d’une facon analogue. On démontre 


que: 
Toute suite monotone en moyenne tend vers une limite finie ou infinie. 
Observons que ce résultat reste vrai lorsque on remplace, par exemple, 
la condition (1) par la condition plus générale que voici: 


Buy y+ AS ICS a, + 49), où p,v,A=1,2,... 


ou par, 
1 


Bus hott <5 (as, + Ut + up): Bp =1,2;... 


2. Soit D(z) une fonction continue et monotone au sens strict, d(x) la 
fonction inverse et 6 un nombre remplissant la condition 0<6<1. Les 
notions précédentes sont des cas particuliers de la notion plus générale 


suivante: ; 
La suite {an} est décroissante en moyenne au sens de la fonction B(x) 


avec le poids 0 si, quels que soient u et-»— 1,2,..., On a pour >» 
(2) appv < DIO Dla) + (1—0) &(a,)]. 

Toute suite croissante ou décroissante dans ce sens tend aussi vers 
une limite finie ou infinie. 
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3. Voici une autre forme de monotonie en moyenne. Une suite {an} 
‘est dite décroissante en moyenne (au sens arthmétique) par rapport à deux 
termes précédents si, quel que soit n, on a 
(3) Gn+2 < + (An + an+). 

La croissancé et la décroissance en moyenne par rapport à p termes 
précédents se définit d’une façon analogue. On démontre, que: 

Toute suite monotone en moyenne par rapport à p termes précédents 
tend vers une limite finie ou infinie. 

Le nombre p dans l’énoncé de ce théorème est supposé fixe. Dans 
la cas contraire le théorème cesse être vrai. Il existe des suites {an} diver- 
gentes remplissant, par exemple, la condition 

a+..+a, 


n=1,2,... 
n 


On+1 < 


31. VII. 1945. Krzyżański M. Sur le probléme des valeurs 
initiales pour les équations différentielles du type parabolique 
[Ann. Soc. Pol. Math. XVIII (1945) p. 145]. 
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Problémes 


1) Soit {Pn(z)} une suite des polynômes P,(2)=a,,+a,,2+...+0,,7" 
et C un continu issu d’un point 4. J’ai démontré ailleurs (Math. Ann. 
t. 108, 1933, p. 520) que, si cette suite est: uniformément bornée sur ©, 
on peut faire correspondre à chaque e>0, <1, un voisinage V de 2, 
tel, que la suite {Pn(2)-(1—e)"} soit uniformément bornée dans V. 

Peut-on affirmer que ce théorème reste vrai lorsque O désigne un 
ensemble fermé de points tel, que le diamètre transfini de la partie 
commune de © et du cercle |z—z,|<8 est positif quel petit que soit 
6> 07 

Problème de M. F. Leja 

2) Peut-on affirmer que les conditions suffisantes de la régularité d’une 
interpolation (voir ce volume p. 126) sont aussi nécessaires? 

Problème de M. F. Leja 
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